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Kurzzusammenfassung

Bayes’sche Informationsfusion kann einen hohen Rechenaufwand erzeugen. Zum Zweck ei-
ner Verkiirzung der Berechnungszeit wird in dieser Arbeit eine verteilte lokale Bayes’sche
Informationsfusion betrachtet. Die Gréflen von Interesse werden durch eine Lokalisierung
in Mengen aufgeteilt, die Bereiche von erhohtem Interesse beinhalten. Auf diesen Mengen
kann ein Agentensystem die Fusion verteilt durchfithren. Dadurch, dass die Agenten des
Agentensystems sich auf diese lokale Menge der Gréflen von Interesse beschrénken, wird
die Wahrscheinlichkeit fiir die Elemente dieser Menge wahrscheinlicher als sie es global ge-
sehen sind. Die Ergebnisse der verteilten Berechnung miissen so zusammengefithrt werden,
dass moglichst das gleiche Ergebnis wie bei einer nicht verteilten Bayes’schen Informati-
onsfusion entsteht. Dieses Problem ist mit dem einer Konsensfindung in einer Gruppe ver-
gleichbar. Dabei muss aus den A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppen-
mitglieder, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt werden, welche die Ground Truth

ausreichend gut annéhert.

Eine Pooling-Methode ist eine Methode der Entscheidungstheorie. Diese Pooling-Methoden
vereinen die Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche die Meinungen /Schétzungen der Grup-
penmitglieder reprasentieren. Die entsprechende Fachliteratur wurde nach Pooling-Me-
thoden und Moglichkeiten durchsucht, wie diese bewertet werden kénnen. In der Ent-
scheidungstheorie geschieht dies anhand von Eigenschaften, welche die Pooling-Methoden
erfiillen kénnen. Dieser Ansatz wurde hier fiir eine verteilte lokale Bayes’sche Informati-
onsfusion fortgesetzt. Es werden Eigenschaften von Pooling-Methoden auf ihre Relevanz
hinsichtlich einer verteilten lokaler Bayes’schen Informationsfusion untersucht. Auf Ba-
sis dieser Einsichten werden Vor- und Nachteile von Pooling-Methoden, (am Beispiel des
Linear Opinion Pools, des Logarithmic Opinion Pools und des Supra Bayes Ansatz) im
Kontext von lokaler Bayes’scher Informationsfusion beleuchtet. Somit wird fiir diese Bei-
spiele durch Analyse und Bewertung der Eigenschaften eine Aussage {iber deren Eignung

flir eine verteilte lokale Bayes’sche Informationsfusion abgeleitet.
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1. Einfiihrung

Stehen mehrere Informationsquellen beziiglich einer Groffe von Interesse (Property of In-
terest Pol) zur Verfiigung, dann kann die Information aller Quellen die Ungewissheit be-
ziiglich der Pol mehr verringern, als eine der Quellen alleine. Dies ist beispielsweise der
Fall, wenn ein Fahrzeug automatisch gesteuert werden soll. Ein Sensorsystem wie zum
Beispiel eine Kamera hat Vor- und Nachteile. Werden zusétzlich weitere Sensortypen ver-
wendet, nehmen wir an ein Radar und ein Laser, dann kénnen Fehler eines Sensortyps
durch einen anderen Sensor ausgeglichen werden. Ist beispielsweise die Information der
Kamera wegen Gegenlicht verrauscht, kénnen die anderen Sensoren wichtige Information

beziiglich moéglicher Hindernisse auf der Fahrbahn liefern.

Die Information der Informationsquellen ist immer mit Unsicherheit behaftet. Mit Unsi-
cherheit behaftete Information iiber eine Pol so zur Informationsfusion zu verwenden, dass
die Unsicherheit beziiglich der Pol minimiert wird, ist ein Ziel' der lokalen Bayes’schen
Informationsfusion. Dazu muss die Information als Wahrscheinlichkeit dargestellt werden.
Diese wird hier als Grad des Dafiirhaltens (Degree of Belief (DoB)) interpretiert.

Die Berechnung der Informationsfusion soll lokal realisiert werden. Die Lokalisierung ist
eine Einschrénkung auf bestimmte Bereiche von Interesse. Dazu werden die betrachteten
Pols in Teilmengen unterteilt. Jede Teilmenge kann separat untersucht werden. So kénnen

die Untersuchungen verteilt berechnet werden.

Die untersuchenden Elemente, Sander und Beyerer [San06] nennen sie Agenten, werden
hier als eine Gruppe betrachtet. Diese Gruppe arbeitet zusammen, um eine Schitzung der
Pol zu finden. Damit die Parallelitdt zu den Losungsansétzen aus der Entscheidungstheorie
deutlich wird, werden die Agenten im Folgenden als Gruppenmitglieder bezeichnet. Durch
die Lokalisierung kann die Fusion verteilt berechnet werden. Dies kann einen Speedup
ermoglichen. Durch die Konzentration auf die Pol von Interesse, wird der Rechenaufwand

weiter verringert [San09b].

'Ein weiteres Ziel ist beispielsweise die Berechenbarkeit.



1. FEinfiihrung

Sander und Beyerer ziehen Parallelen zu einer kriminalistischen Ermittlung. Dabei ent-
sprechen die von ihnen beschriebenen Fusionsagenten den verschiedenen Ermittlern, die In-
formationsquellen tiberpriifen, um Beweise fiir die Schuld eines Téters zu sammeln. Dieser
Ablauf aus dem Alltag eines Ermittlers, kann hier auf die Gruppenmitglieder iibertragen

werden.

Was die hier betrachtete Problemstellung von der eines Standard Gruppenentscheids
[Fre85] unterscheidet, ist, dass die Gruppenmitglieder eine lokale Sicht aufweisen. Lokal
bedeutet hier, dass die Gruppenmitglieder nicht alle die gleichen, sondern unterschiedliche
Bereiche der Pol betrachten, um redundante Berechnungen zu vermeiden. Ein weiterer
Unterschied ist, dass eine Ground Truth existiert. Wahrend bei einem klassischen Grup-
penentscheid der Entscheidungstheorie meistens nicht klar ist, was die optimale Losung
fiir den Konsens ist, kann in den hier betrachteten Szenarien die ,wahre* Wahrscheinlich-
keitsverteilung bestimmt werden. Diese ,,wahre“ Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht

der eines einzelnen Bayes’schen Gruppenmitglieds, welches gesamt Z betrachtet.

Dadurch ist es fraglich, ob Verfahren, die fiir einen Standard Gruppenentscheid beschrie-
ben wurden, auch fir einen lokalen Kontext anwendbar sind. Ziel ist es, Methoden zur
Kombination von Schétzungen oder Meinungen in Form von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf ihre Eigenschaften und deren Nutzen beziiglich des hier verwendeten Verfahrens,
der verteilten lokalen Bayes’schen Fusion, zu untersuchen. Dabei werden Methoden zur
Findung eines Konsens untersucht, die nicht fiir den Kontext einer lokalen Fusion entwor-
fen wurden. Ob eine solche Methode fiir eine lokale Fusion anwendbar ist, wird im Rahmen
dieser Arbeit geklirt. Des Weiteren werden Eigenschaften dieser Methode analysiert, um
zu klaren, welche dieser Eigenschaften fiir oder gegen die Verwendung in einem lokalen

Kontext sprechen.

FEin Konsens der Gruppenmitglieder ist hier eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber den
Bereich der Pol, den die Gruppenmitglieder insgesamt betrachteten. Ein Konsens ist also
meistens keine Verschmelzung von Schétzungen der Gruppenmitglieder, da jedes Grup-

penmitglied auf einer anderen Teilmenge der Pol arbeitet.

Soll Information aus mehreren Informationsquellen in eine Informationsfusion einflieflen,
um die Unsicherheit beziiglich einer Pol zu verringern, muss ein Verfahren gewéhlt werden,

welches die folgenden Anforderungen erfiillt:

e Die Fahigkeit zur Transformation: Wird diese Eigenschaft erfiillt, dann kann das



Verfahren mit Informationen auf verschiedenen Abstraktionsniveaus umgehen.

e Die Fahigkeit zur Fusion erlaubt es, die Information aus den Informationsquellen zu

einer Aussage zu verschmelzen.

e Die Fihigkeit der Fokussierung. Diese Fahigkeit erlaubt es, sich mit der Fusion auf

einen lokalen Kontext, der von erhohtem Interesse ist, zu konzentrieren.
Erst dadurch wird die Fusion fiir reale Problemstellungen berechenbar [Bey07].

Die erste Frage ist: Wie kann man verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu ei-
ner Konsenswahrscheinlichkeitsverteilung zusammenfassen? Der Begriff Amalgamation (im
iibertragenen Sinne: Verbindung, Vereinigung, Vermischung, Verschmelzung) scheint hier
passend, da die verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einer einzigen zusam-

mengefithrt werden.

Die zweite Frage ist: Warum wird solch eine Amalgamation der Wahrscheinlichkeiten be-

notigt? Dazu fithrt French [Fre85] drei Aspekte auf:

e Erstens das Fxperten Problem: Die Gruppe besteht aus einer Menge von Experten,
welche um ihre Meinung gebeten werden. Diese Expertenmeinungen kénnen dann

benutzt werden, um eine Entscheidung zu treffen.

e Zweitens das Gruppenentscheid-Problem: Dabei ist die Gruppe an einer Entschei-
dung interessiert. Die Gruppenmitglieder wollen dabei ihre Meinung in einem Grup-

penentscheid amalgamiern.

e Drittens das Textbuch-Problem: Hier sollen die Gruppenmitglieder ihre Meinung pu-
blizieren, damit andere sie verwenden kénnen. French [Fre85] ist der Ansicht, dass
hier das eigentliche Gruppenentscheidungsproblem nicht gegeben ist. Jedoch bleibt
es das gleiche Problem, ob die Gruppe fiir sich die Meinungen amalgamieren, oder ob
diese Aufgabe einer anderen Instanz iiberlassen wird: Wie werden aus mehreren Mei-
nungen eine? In dieser Arbeit wird wird das Experten Problem betrachtet, wie der
Abschnitt 1.1 erldutert. Des weiteren beschriankt sich diese Arbeit im Wesentlichen

auf die Betrachtung von diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen.



1. FEinfiihrung

1.1. Problemstellung

Aufgabe ist es, eine Bayes’sche Fusion von lokalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen verteilt
durchzufithren. Um die Information, auf denen die Fusion berechnet wird, mathematisch
greifbar zu machen, wird ihnen eine Struktur gegeben. Die allgemeine Konfiguration ist
wie folgt definiert: Information aus verschiedenen Informationsquellen wird als DoB fiir ein
FEreignis interpretiert. Diese DoB werden so zusammengefiihrt, dass sie mit dem Vorwissen

eine A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die betrachteten Ereignisse ergeben.

Durch die lokale Bayes’sche Informationsfusion lassen sich Rechen- und Speicheraufwand
der Bayes’schen Fusionsmethodik signifikant verringern. Dabei wird die zur Verfiigung
stehende Information nach Auffilligkeiten (Spuren) abgesucht, entlang derer dann lokal
yermittelt wird. Hierzu wird die eigentliche Fusion auf die Spuren und die zugehérigen lo-
kalen Kontexte beschrankt. Lokale Bayes’sche Informationsfusion kann in Anlehnung an
kriminalistische Ermittlungen mittels einer agentenbasierten Fusionsarchitektur verteilt
umgesetzt werden. Zur verteilten Realisierung lokaler Bayes’scher Fusion bedarf es im All-
gemeinen Methoden, mit denen sich lokale A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
die mit verschiedenen Auffilligkeiten korrespondieren, moglichst verlust- und artefaktfrei
im Hinblick auf das Fusionsergebnis kombinieren lassen. Das Fusionsergebnis kann dabei
je nach Aufgabenstellung die unsicherheitsbehaftete Informationsbeschreibung der Ziel-
grofle in Form der A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung oder eine hieraus abgeleitete

Schatzung der Zielgrofie sein.

Diese beschriebene Kombination lokaler A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilungen ent-
spricht in gewisser Hinsicht einer Entscheidungsfindung in einer Gruppe wo Expertenmei-
nungen in Form von Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu kombinieren sind. Zu den geldu-
figsten Verfahren zur Entscheidungsfindung in einer Gruppe gehéren der Linear Opinion
Pool, der Logarithmic Opinion Pool sowie der Supra-Bayes-Ansatz. Da diese Techniken
jedoch im Allgemeinen zur Kombination von Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber dem
gleichen Zielgréflenraum eingesetzt werden, stellt sich die Frage inwieweit sie direkt fur

die lokale Bayes’sche Informationsfusion nutzbar sind.

Ein Teil dieser Arbeit besteht deshalb aus einer Analyse der in der Literatur gebrauchli-
chen Verfahren zur Entscheidungsfindung in einer Gruppe im Hinblick auf ihre Eignung fiir
die verteilte lokale Bayes’sche Informationsfusion. Gegebenenfalls soll untersucht werden

inwieweit gebrauchliche Verfahren abgewandelt werden kénnen, um sie fiir die verteilte lo-



1.1. Problemstellung

kale Bayes’sche Informationsfusion nutzbar machen zu kénnen. Die erzielten theoretischen

Ergebnisse sollen an Beispielen verdeutlicht werden.

Um die Problemstellung zu verdeutlichen, soll hier ein Beispiel helfen: Die Aufgabe sei,
Fahrzeugtypen spezieller Autos zu klassifizieren. Interessiert sind wir an der Koordinate,
wo das Fahrzeug steht, am Typ, spezieller um welches Modell einer Marke es sich handelt,
und an der Ausrichtung des Fahrzeugs. Fiir die Erkennung stehen mehrere Informations-
quellen zur Verfiigung: StraBlenkarten, Luftbilder und Aussagen von Menschen. Denkbar
sind noch weitere Informationsquellen, wie beispielsweise Statistiken iiber die Haufigkeit
von Fahrzeugtypen in gewissen Regionen. Die Information dieser Informationsquellen soll
so zur Informationsfusion verwendet werden, dass moglichst viele Fahrzeuge richtig klassifi-
ziert werden. Um die DoB zu erzeugen, muss jede Information aus den Informationsquellen
in eine Wahrscheinlichkeit iibersetzt werden. So kann beispielsweise die Straflenkarte so
interpretiert werden, dass die Haufigkeit von Fahrzeugen auf einer Strafle hoher ist als
abseits von Straflen. Die daraus resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung nimmt an den
Positionen der Straflen und Parkpléitze hohere Werte an als auf sonstigem Gelénde. In
Abbildung 1.1 ist ein simuliertes Luftbild zu sehen, welches als ein Bild einer Kamera als
Informationsquelle interpretiert werden kann. Da diese Informationen auf verschiedenen
Abstraktionsniveaus vorliegen, ist hier die Fahigkeit zur Transformation wichtig. Abbil-
dung 1.2 zeigt eine zu diesem Bildausschnitt passende Straflenkarte, welche in eine DoB
Repréasentation transformiert wurde. Bei der Abbildung 1.2 wurde eine Gleichverteilung
der Wahrscheinlichkeit iiber der Strafle angenommen. Die Rédnder der Strafle sind von der
Wahrscheinlichkeit her nicht feste Schnitte, sondern sie wurden durch eine Normalver-
teilung verwischt. Fiir eine genauere Beschreibung siehe [San10]. Die Informationsquellen
konnen in diesen Fallen unkorreliert und damit unabhéngig voneinander sein. Der Grad
der Korrelation ist ungewiss, da die Art, wie diese Informationen entstanden sind nicht er-
klart wird. Das soll anhand von zwei Beispielen erldutert werden: Im ersten Fall wurde die
Straflenkarte aus dem Luftbild gewonnen. Die Aussage des Menschen wurde ebenfalls aus
dem Bild entnommen, es wurden zum Beispiel die darin vorhandenen Fahrzeuge gezéhlt.
All diesen Informationen liegen dieselben Daten, ndmlich das Bild, zu Grunde. Damit sind
sie stark korreliert. Im Zweiten Fall sind die Quellen der Informationen unterschiedlich.
Die Stralenkarte wurde durch ein Vermessungsamt erstellt, die Statistik kommt aus der
Zulassungsstelle. Dann liegen den Informationen verschiedene Daten zu Grunde, die damit

fast vollstdndig unkorreliert sind.

Die Fusion iiber dem gesamten betrachteten Bereich ist zu aufwendig. Daher werden durch



1. FEinfiihrung

Abbildung 1.1.: Beispiel eines Luftbildes fiir auf dem Fahrzeuge erkannt werden sollen, aus
[San10].

eine Vorverarbeitung Teilmengen der zu betrachteten Ereignisse erzeugt, welche von ho-
herem Interesse sind als andere. Abbildung 1.3 zeigt fiir das Beispiel des Luftbildes, wie
solche Bereiche (griine Markierungen) aussehen kénnten. Zu beachten ist, dass bei die-
ser Einschrinkung der Pol auf die lokalen Bereiche schon Fehler auftreten kénnen. So
wurden Bereiche in Abbildung 1.3 markiert, in denen kein Fahrzeug enthalten ist oder
es wurde ein Fahrzeug (linke Strafe, Mitte) tibersehen. Diese Bereiche kénnen nun von
verschiedenen Agenten betrachtet werden. Fiir eine optimale Parallelisierung kann jedem
Gruppenmitglied ein Bereich zugewiesen werde, in dem dieses die Fusion lokal durchfiihrt.
Die Ergebnisse dieser verteilten Berechnungen miissen amalgiert werden, damit eine wei-
tere Verarbeitung mdglich ist. Die Frage, ob Methoden aus der Entscheidungstheorie fiir

diese Amalgamation verwendet werden konnen, ist zentraler Bestandteil dieser Arbeit.

1.2. Stand der Wissenschaft

Ein grofier Teil dieser Arbeit besteht aus einer Literaturiibersicht. Daher werden die hier

vorgestellten Veroffentlichungen nur kurz angesprochen. Eine Einfiihrung in die verteilte



1.2. Stand der Wissenschaft

Abbildung 1.2.: Beispiel einer Straflenkarte als weiter Information [San10].

lokale Bayes’sche Informationsfusion ist in [San08, San09a] gegeben. Das Zusammenfiihren
der Ergebnisse der verteilten lokalen Bayes’schen Informationsfusion wird in dieser Ar-
beit als eine Art Gruppenentscheid interpretiert. Die Verwendung von Methoden aus der
Entscheidungstheorie scheint damit denkbar. Swain beispielsweise untersucht in [Swa92]
mehrere Methoden aus der Entscheidungstheorie fiir eine Klassifikation von geografischen

Daten aus verschiedenen Sensoren.

Viele Autoren beschreiben Aspekte der Probleme, wie sie in [Fre85] aufgefithrt werden.
Dies entspricht jedoch nicht der hier betrachteten Aufgabe, da der lokale Ansatz fordert,

dass nicht alle Gruppenmitglieder die gleichen Ereignisse betrachten.

Eine Ubersicht iiber das Thema Pooling-Methoden ist in [Gen86b, Jac95] gegeben. Stone
[Sto61] préagte den Begriff Linear Opinion Pool. Viele Eigenschaften von Pooling-Methoden
werden von Pennock and Wellman in [Pen05] fiir graphische Modelle beschrieben. Mc-
Conway analysiert den Linear Opinion Pool in [McC81] auf seine Eigenschaften. Zwei
dieser Eigenschaften sind die Marginalization Poroperty und die External Bayesianity. Ei-
ne Klasse von Pooling-Methoden, welche die Marginalization Property erfiillen, wird in

[McC81, Gen84d] beschrieben. Genest [Gen84b, Gen86a] beschéftigt sich ebenfalls mit



1. FEinfiihrung

Abbildung 1.3.: Beispiel eines Luftbildes auf dem relevante Bereiche hervorgehoben wurden.

Pooling-Methoden, welche die External Bayesianity erfiillen. Weitere Pooling-Methoden
wurden von [Fre80, Fre81] im Bereich der Entscheidungstheorie beschrieben. Eine dieser
Pooling-Methoden ist der Logarithmic Opinion Pool [Gen84a]. Wie die Gewichte bei einem

Logarithmic Opinion Pool gewéhlt werden kénnen, wird in [Hes98, Acz80] beschrieben.

1.3. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird in die Informationsfusion eingefiihrt. Dabei wird eine Methodik be-
schrieben, wie aus verschiedenen Informationsquellen Information zusammengefiihrt wer-
den konnen. Um die Wahl der Fusionsmethodik zu erlautern, werden fiinf Arten der Fusion

betrachtet und gegeneinander abgegrenzt.
e Frequentistische Statistik
e Fuzzy-Logik
e Kiinstliche Neuronale Netze

e Bayes’sche Statistik



1.3. Aufbau der Arbeit

e Dempster-Shafer-Evidenztheorie

Dann folgt eine tiefere Einfiihrung in die Bayes’sche Informationsfusion, gefolgt von der

Definition eines lokalen Szenarios.

Kapitel 3 beschreibt die Methoden, die zur Zusammenfiihrung der Schétzungen der Grup-
penmitglieder betrachtet werden. Nach einer allgemeinen Einfithrung werden die drei be-
kanntesten Methoden (Linear/Logarithmic Opinion Pool und der Supra-Bayes Ansatz)
beschrieben.

Danach werden in Kapitel 4 die Eigenschaften solcher Methoden untersucht. Zunéchst
werden die Eigenschaften allgemein eingefithrt, um dann drei Pooling-Methoden auf die
Eignung fiir einen Einsatz in einer lokalen Bayes’schen Fusion zu untersuchen. Dann wer-
den allgemeingiiltige Regeln diskutiert, welche die Kombination dieser Eigenschaften be-
treffen. Je mehr von diesen Eigenschaften erfiillt sind, ohne dabei mit den Regeln der
Kombinationsmoglichkeiten der Eigenschaften in einen Konflikt zu kommen, desto besser
reprasentiert das Ergebnis der verwendeten Methode die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Gruppenmitlieder, was das Ergebnis interpretierbar macht. Die darauf folgenden Kapi-
tel dienen der Zusammenfassung und der kritischen Betrachtung, wie gut die betrachteten
Methoden lokal anwendbar sind, sowie einem Ausblick iiber offene Fragen in der Problem-

stellung.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel soll die Informationsfusion, speziell die Bayes’sche Informationsfusion
besprochen werden. Zur Ubersicht werden zunéchst die géingigsten methodischen Ansit-
ze zur Informationsfusion vorgestellt. Dies soll auch der Motivations dienen, warum die
Bayes’sche Inforamtionsfusion verwendet wird. Danach wird genauer auf die Bayes’sche

und die lokale Bayes’sche Fusion eingegangen.

2.1. Informationsfusion

Wissen iiber die Welt zu gewinnen, ist schon lange ein Ziel der Menschen. Friither waren es
Entdecker und Geologen wie Humboldt, die jeden Zentimeter, den sie bereisten, vermaflen,
jede Pflanze untersuchten und jede Beobachtung notierten, um damit den menschlichen
Horizont zu erweitern. Um Informationen iiber die Welt zu gewinnen, kénnen aus ver-
schiedenen Informationsquellen - bei Humboldt waren dies hauptséchlich die Sinne - ver-
wendet werden. Informationsquellen liefern Information, die tiblicherweise verarbeitet und
kombiniert werden muss, um neues Wissen zu erzeugen oder Wissen zu préazisieren. Das
menschliche Gehirn ist fiir die wissenschaftliche Disziplin der Informationsfusion ein grofes
Vorbild. Seine Leistung, die fiinf Sinne des Menschen so genau zu nutzen, dass komplexe
Ablaufe, wie beispielsweise Fussballspielen, moglich sind, kann bislang nicht vollstdndig

maschinell nachgeahmt werden.

FEinhergehend mit dem technischen Fortschritt werden immer mehr Sensoren verwendet.
Sie finden ihren Einsatz fast iiberall in unserem Alltag. Mit diesen Sensoren werden Mes-
sungen durchgefiihrt. Die Messergebnisse werden entweder direkt angezeigt, wie das bei-
spielsweise bei der Auflentemperaturmessung im Auto der Fall ist, oder weiterverarbei-
tet. Zur spateren Weiterverarbeitung kénnen die Information aufgezeichnet werden. Die
Aufzeichnung von Information macht beispielsweise eine moderne Wettervorhersage erst

effektiv. Fiir spezielle Aufgaben werden spezielle Sensoren verwendet, die verschiedene

10



2.1. Informationsfusion

Funktionsweisen implementieren.

Bei der Informationsfusion wird Information aus verschiedenen Quellen so verkniipft, dass
neues und/oder préziseres Wissen iiber die interessierenden Grofen erzeugt wird. Ange-
nommen, es sei von Interesse, was die passende Bekleidung fiir den heutigen Tag sein
konnte. Dann wére es sinnvoll, nicht nur die Temperatur zu messen, sondern auch die
Windstérke und die Luftfeuchtigkeit. Diese drei Messergebnisse kénnten dann zusammen
eine Entscheidungshilfe generieren, die maf3igeblich beeinflusst, welche Bekleidung zu wéah-
len ist. Abbildung 2.1 stellt das Prinzip der Informationsfusion schematisch dar. Die Infor-
mationsquellen erfassen Teile des ,,Universums®“ bzw. des relevanten Weltausschnitts. Die
Informationsbeitrdge werden mit dem Vorwissen fusioniert und ergeben neues und/oder

prézisiertes Wissen iiber das interessierende Objekt. Die Informationsfusion bewerkstelligt

Moglichst komplette, artefaktfreie, nicht verzerrte benutzbare Information

!

Informationsfusion

p(zld) o« p(dilz) p(dyz) p(di|z) p(z)

N N .
i .. Informationsreduktion
;

S ~

~
~

[}
[
[} ~
[

Szene, Prozess, Situation von Interesse

Abbildung 2.1.: Abbildung einer schematischen Informationsfusion aus [San10].

also genau das Zusammenfiihren von Information aus den verschiedenen Informationsquel-
len vgl. [War07]. Wie genau die vorliegende Information bei der Informationsfusion repré-
sentiert, interpretiert und verarbeitet wird, hdngt vom zugrunde liegenden methodischen

Ansatz ab. Die gidngigsten methodischen Ansétze sollen hier kurz vorgestellt werden:

11



2. Grundlagen

2.1.1. Frequentistische Statistik

Der Informationsbeitrag d; aus einer Informationsquelle wird in der klassischen Statistik
als Realisierung einer Zufallsgréfie interpretiert. Anhand dieser Information soll die inter-
essierende Grofle z in Form einer deterministischen Konstanten geschitzt werden. Dabei
liegt eine empirische frequentistische Interpretation der Wahrscheinlichkeit zugrunde. Die
Wahrscheinlichkeit einer Beobachtung d ist definiert als der Grenzwert von dessen relativer
Héufigkeit, d.h.

ng

p(d) = lim (—).

n—00 " 1,

Dabei ist ng die absolute Héaufigkeit der Beobachtung d in n unabhéngigen, identischen
Zufallsexperimenten. Dies bedeutet in Worten, dass die Wahrscheinlichkeit von d grofier

wird, je ofter d als Ergebnis des Zufallsexperiments erscheint.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Sei z die Distanz der Erde zur Sonne am heutigen
Tag. Die Messungen, die durchgefiihrt werden, sind immer fehlerbehaftet. Angenommen
wir fragen jeden, den wir im Laufe des Tages treffen, nach einer Schitzung fiir z. Dann
sind die Antworten die Beobachtungen d;. Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(d|z) wird als
Funktion von z aufgefasst, siche Abschnitt A.1. So kénnte z.B. angenommen werden, dass
die Aussagen sich normalverteilt um den ,,wahren“ Wert von z hdufen. z kann dann durch

eine sogenannte Mazximum-Likelihood-Schéitzung angendhert werden [Bey99, Blo98|:

oL, = arg max {p(d]2)}

2.1.2. Fuzzy-Logik

Die Fuzzy-Logik griindet sich auf eine Verallgemeinerung des Mengenbegriffs. Mit dem
Erweiterungsprinzip werden Zugehorigkeiten zu einer Menge auf unscharfe Zugehéorigkeits-
funktionen abgebildet. Dies hat das Ziel, eine unscharfe Wissensrepréisentation zu erhalten,
in der sich Unschérfe (Vagheit) explizit ausdriicken lasst. Durch eine Zugehorigkeitsfunkti-
on kann ein Ereignis so mehreren Klassen angehoren, die nicht scharf trennbar sind. Diese
Zugehorigkeitsfunktion ordnet dem Ereignis einen Grad der Zugehorigkeit zu jeder dieser
Klassen zu. Durch die weitgehend freie Wahl der Zugehorigkeitsfunktion ist die Fuzzy-
Logik sehr subjektiv. Seien beispielsweise die Beobachtungen Temperaturen von Wasser.
Innerhalb welcher Temperaturintervalle das Wasser ,kalt“, ,warm® oder ,heif}* ist, kann

nicht zweifelsfrei bestimmt werden. Mit einer Zugehorigkeitsfunktion lésst sich eine Tem-
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2.1. Informationsfusion

peratur von beispielsweise 43°C auf die Mengen ,kalt“, ,warm“ und ,hei}* abbilden. So
konnten 43°C zu 0,1 kalt, zu 0,6 warm und zu 0,3 heif3 sein. Mittels der Fuzzy-Logik l4sst
sich gut menschliches Wissen mit Unschérfe reprasentieren. Um den Unterschied zwischen
Unsicherheit und Unschérfe zu demonstrieren, sei folgendes Beispiel angegeben: Ein Topf
enthélt Kohlen unterschiedlicher Temperatur. Beim Ziehen eines Kohlenstiicks ist es un-
sicher, ob ein heisses oder ein kaltes Kohlenstiick gezogen wird. Die Unterteilung, wann

eine Kohle heiss und wann kalt ist, ist unscharf.

Da Menschen oft linguistische Aussagen unscharf einordnen, wird mittels der Fuzzy-Logik
menschliches Wissen gut représentiert. Problematisch ist die Fuzzy-Theorie jedoch insbe-
sondere aufgrund der hohen Freiheit bei der Wahl der Zugehorigkeitsfunktionen und der
Operationen zur Kombination von Zugehorigkeitsfunktionen. Resultate dieser Kombinati-

on konnen problematische Ergebnisse erzeugen [Eck06].

2.1.3. Kiinstliche Neuronale Netze

Kiinstliche neuronale Netze (KNN) bilden das zentrale Nervensystem von Tieren und Men-
schen nach. Wie dabei die Biologie abgebildet wird, kann in [Roj93] (Kapitel 1) nachgelesen
werden. Dabei werden durch verschiedene Topologien eine Eingabeschicht von Neuronen
auf eine Ausgabeschicht von Neuronen abgebildet (vgl. [Gal93]). Dazu werden die Neuro-
nen des KNN z.B. mit ihren Aktivierungsfunktionen und deren Verbindungen simuliert.
KNN eigenen sich gut, wenn es nicht moglich ist, einen Algorithmus fiir die Erzeugung der
Ausgabe aus den Eingabedaten anzugeben. Einem KNN kann durch verschiedene Trai-
ningsmethoden anhand von Trainingsbeispielen ein entsprechendes Verhalten beigebracht
werden [Bra95]. Das Ergebnis eines Trainings ist ein trainiertes KNN. Dieses kann stark
variieren, je nach dem welche Trainingsmethode, Topologie und Darstellung des Netzes
gewahlt wurde. KNN lassen sich jedoch sehr schwer interpretieren, da sie sehr viele Neu-
ronen umfassen kénnen. Zum besseren Verstédndnis werden viele Anwendungsbeispiele in

[Hel90] besprochen.

Wegen der fehlenden Interpretierbarkeit ist es kaum moglich, Vorwissen mit in die Berech-
nungen eines KNN einflieflen zu lassen. Bis jetzt ist es noch nicht moglich, so grofle KNN,
wie sie in der Natur auftreten kénnen, zu simulieren. Jedoch kann ein kleines KNN rela-
tiv komplizierte Funktionen gut approximieren. So kann z.B. jede boolsche Funktion mit
einer endlichen Anzahl an Eingaben durch ein Multi-Layer-Perceptron (MLP) modelliert
werden [Gal93].

13



2. Grundlagen

2.1.4. Bayes’sche Statistik

Im Gegensatz zur klassischen Statistik wird bei der Bayes’schen Statistik auch die interes-
sierende Gréfle z als Zufallsgréfle interpretiert. Sie basiert auf dem Satz von Thomas Bayes,
mit dem sich aus der A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) und der Likelihoodfunk-
tion p(d|z) die A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z|d) berechnen lésst [Ber04]:

p(d|z)p(z)

p(ela) = B

o< p(d|2)p(2)-

Wird ein z bestimmt, fiir das p(z|d) maximal wird, so wird das Ergebnis zpjpop ein

Maximum-A-Posteriori-Schdtzwert genannt:

2MAP = arg m?xp(z]d).

Die Bayes’sche Statistik hat den Vorteil, dass sich a-posteriori eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir z bei gegebenen Informationsbeitragen d angeben lésst, in die auch Vorwissen
beziiglich z in addquater Weise eingeht. Die Beobachtungen flielen in die A-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit nur mittels der Liklihood mit ein. Ein weiterer Vorteil der Bayes’schen
Statistik ist, dass subjektive Wahrscheinlichkeiten verwendet werden kénnen. Die frequen-

tistische Interpretation von Wahrscheinlichkeit kann dies beispielsweise nicht [Lin83].

Wabhrscheinlichkeit wird hier als Grad des Dafiirhaltens (Degree of Belief, DoB ) inter-
pretiert [Bey99]. Mit jeder Beobachtung werden Evidenzen fiir Hypothesen gesammelt.
Fiir einen tieferen Einblick sei der Artikel von Lindley in [Ait91] empfohlen. Eine Hypo-
these konnte zum Beispiel sein, dass die interessierende Gréfle z einen bestimmten Wert
annimmt. Die A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) kann als DoB fir die unter-
schiedlichen Werte von z, bevor Ereignisse beobachtet wurden, verstanden werden. Die
von den Informationsquellen gelieferten Beobachtungen ,erhédrten oder ,verweichlichen®

den Verdacht, dass eine bestimmte Hypothese richtig ist. Der Bruch pl()‘(jg) kann als Stérke

des Einflusses interpretiert werden, den ein ,,Beweis“ in Form einer Beobachtung d auf die
BoD der Hypothese beziiglich des Wertes von z hat. Ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Daten d beobachtet werden, klein und ist die Wahrscheinlichkeit grof3, dass d beobach-
tet wird, wenn z einen bestimmten Wert annimmt, so ist der Faktor auch grof}. Daraus
resultiert eine hohe A-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir den betrachteten Wert von z -
vorausgesetzt, dass dieser Wert auf Basis des Vorwissens nicht extrem unwahrscheinlich
ist [Ber04].
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2.1. Informationsfusion

Ein Beispiel soll das beschriebene Vorgehen verdeutlichen: Bei einem medizinischen Test
kénnen zwei Ausginge beobachtet werden. Der Test soll ein positives Resultat ergeben,
wenn ein Patient an der zu testenden Krankheit erkrankt ist und im anderen Fall ein
negatives Resultat liefern. Dies gelingt in der Praxis nicht immer. Ein false positive ist,
wenn ein Patient nicht an der Krankheit erkrankt ist, der Test jedoch positiv ausfallt. Mit
der Bayes’schen Methodik kann man nun berechnen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit fiir
ein false positive ist. Bei einer Krankheit die 0,1 Prozent der Bevolkerung haben, ist die a-
priori-Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Person wirklich erkrankt ist, p(Krank) = 0,001.
Nehmen wir nun an, der Test wiirde in 5 Prozent der Félle, in denen der Patient nicht krank
ist, ein positives Ergebnis liefern. Wenn der Patient krank ist, liefert der Test in 99 Prozent
der Fille ein positives Ergebnis. In Formeln gilt also: p(Test positiv| nicht Krank) = 0,05
und p(Test positiv| Krank) = 0,99. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Test be-
rechnet sich zu p(positiv) = p(Test positiv| Krank)p(Krank)

+ p(Test positiv| nicht Krank)p(nicht Krank) ~ 0,05094. Mit der Bayes’schen Formel er-
gibt sich dann:

p(Test positiv|Krank)p(Krank)
p(positiv)

p(Krank| Test positiv) = ~ 0.019.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein false positive ist nun 1 — p(krank| Test positiv) = 0,981.
Bei ca. 98 Prozent der positiven Testergebnisse handelt es sich also um ein false positive.
Dies liegt daran, dass so wenige Menschen die Krankheit haben. Ein derartiges Resultat
wird anti-intuitiv genannt, da héufig die Annahme, der Test wiirde in 5 Prozent der Fille,
in denen der Patient nicht krank ist, ein positives Ergebnis liefern, falschlicherweise als

false positive interpretiert wird.

Die Bayes’sche Informationsfusion wird in Abschnitt 2.2 ndher betrachtet.

2.1.5. Dempster-Shafer-Evidenztheorie (DSE)

Die Evidenztheorie wurde erstmals von Dempster in den spaten sechziger Jahren in Har-
vard beschrieben. Ungefahr zehn Jahre spédter beschéftigte sich Glenn Shafer in seinem
Buch ,,A Mathematical Theory of Evidence“ [Sha76] mit den Ideen von Dempster. Die
daraus resultierende Theorie wird oft als Erweiterung der Wahrscheinlichkeitstheorie be-
trachtet. Nach Dempster ldsst sich die Unsicherheit mittels eines Intervall darstellen.

Das Unsicherheitsintervall ist in der Regel bei wenig Information grofl und wird mit
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2. Grundlagen

zunehmendem Informationsstand immer kleiner [Eck06]. Dempster benutzt die Struktur
(2, M(),bel(),pl()). Dabei sind die Elemente aus 2 die Menge der Elementarereignisse,
die z.B. die Losung eines Problems darstellen. Ziel der DSE ist es, mit der vorhande-
nen Information unsicherheitsbehaftete Aussagen iiber die Elemente aus €2 zu treffen. Die
Information erzeugt eine Menge von Glauben, die vollstandig auf {2 verteilt wird. Nicht
allen Elementen aus €2 muss die gleiche Menge Glauben zugeordnet werden. Glauben ist
dabei eine Menge an ,,Evidenz“ oder ,Beweisen®, die fiir ein Element aus €2 spricht. M
ist die Verteilung des Glaubens iiber 2. Diese wird auch als Basismafl bezeichnet. Grund-
gedanke dabei ist, die Menge an Glauben, die von der vorhanden Information zugelassen
wird, iiber die Potenzmenge P(£2) zu verteilen. Dabei muss der Glaube nicht zwingend auf
Elemetarelemente verteilt werden. Das Basismafl M ist im Allgemeinen kein Wahrschein-

lichkeitmaf}. M erfiillt per Definition folgende Eigenschaften:

M(w) € [0,1],

M) = o,
Z Mw) = 1,
wCO

(2.1)

fiir alle Teilmengen w € P(£2). M (w) bezeichnet dabei die Menge an Glauben, die exakt w
zugeordnet wird. Da M Glauben auch exakt an nichtatomare Ereignisse w € P(2) verteilen
kann, ist Ungewissheit gut modellierbar [War07].
Das Basismafl M induziert eine Glaubensfunktion. Die Glaubensfunktion, die den Min-
destgrad des Dafiirhalten beschreibt, wird bel(-) : P(€2) — [0, 1] genannt. Die Funktion
bel(w) kann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass Glaube unter der gegebenden

Information bewiesenermafien w zugeordnet werden kann. Sie wird wie folgt definiert:

bel(w) = Z M/ o).

0:0Cw

In Worten ist dies die Summe des Glaubens aller Ereignisse, die w implizieren. Somit gibt
die Glaubensfunktion die Menge an Glauben an, die mit Sicherheit w zugeordnet wird.

Existiert keine Information, so kann anhand der DSE ,,vollkommene Unwissenheit® explizit
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angegeben werden. Dann ist:

bel(Q) = 1, (2:2)
bel(w) = 0, (2.3)

fiir jede echte Teilmenge w C 2. Dies entspricht nicht einer Gleichverteilung des Glau-
bens tliber alle Elementarereignisse, wie dies z.B. in der bayes’schen Statistik durch den
Maximum-Entropie-Ansatz realisiert wird. [HeiO8]

Die Plausibilitdtsfunktion wird durch pl(-) beschrieben. Die Plausibilitatsfunktion pl(w)
kann als Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir alle Elemente von w interpretiert werden,

mit denen w moglich ist [Koh95]. Formal wird die Plausibilitatsfunktion wie folgt definiert:

pllw)= > M(o),
0:0Nw#(
wobei o die Mengen sind, deren Schnitt mit w nicht leer ist. pl(w) gibt das Maximum an
Glauben an, das moglicherweise w zugeordnet werden kann. Dempster fasst bel(w) und
pl(w) als untere und obere Schranke fiir die tatséchliche Wahrscheinlichkeit p(w) von w

auf:

bel(w) < p(w) < pl(w).

Es wird klar, dass die klassische Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn bel(w) gleich pl(w)
ist, ein Spezialfall des Wahrscheinlichkeitsintervalls ist. Lindley diskutiert in [Lin82] je-
doch, dass fiir die Darstellung von Unsicherheit Wahrscheinlichkeiten im klassischen Sinne
yunausweichlich“ sind. Lindley zieht in seinem Artikel [Lin87] anhand von scoring rules
(siehe Abschitt A.4) den Schluss, dass der Mittelpunkt des Unsicherheitsintervalls bessere
Werte erreicht als das Intervall. Dies stellt in Frage, ob ein Wahrscheinlichkeitsintervall

einen Vorteil gegeniiber einer klassischen Wahrscheinlichkeit darstellt.

In diesem Abschnitt wurde das Gebiet Informationsfusion einfithrend besprochen. Es wur-
den verschiedene methodische Ansétze vorgestellt. In dieser Diplomarbeit besteht die Auf-
gabe darin, Verfahren zu begutachten, mittels derer sich Teilergebnisse einer verteilten
Bayes’schen Fusion zusammenfiihren lassen. Bayes’sche Fusion basiert auf der Bayes’schen
Statistik.
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2.2. Bayes’sche Fusion

Bei der Bayes’schen Fusionsmethodik handelt es sich (im Wesentlichen) um einen der me-
thodischen Ansétze zur Informationsfusion, die in Abschnitt 2.1 eingefithrt wurden. Der
Bayes’sche Ansatz wurde ausgewéhlt, weil ein fundierter mathematischer Hintergrund
existiert. Durch die Interpretation von Wahrscheinlichkeit als DoB kann jede Art der
Ungewissheit ausgedriickt werden. Zusétzlich lassen sich mit der Bayes’schen Fusionsme-
thodik unterschiedliche skalierte Gréfien und Beitrége von heterogenen Informationsquel-
len zwanglos simultan verarbeiten [Bey07]. Bei der Bayes’schen Fusion werden durch die
DoB-Betrachtung nur Wahrscheinlichkeiten als Informationstréager zugelassen. Die von den
Informationsquellen gelieferte Information und das Vorwissen miissen wahrscheinlichkeits-

theoretisch mittels DoB-Wahrscheinlichkeitsverteilung formuliert werden.

Anhand des Theorems von Thomas Bayes konnen Likelihoodfunktionen und die A-priori-
Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV) multiplikativ zu einer A-posteriori-Wahrscheinlich-

keitsverteilung verkniipft werden:

Likelihood— Funktion
_ p(d[z)p(2) —

p(z|d) = p(d|z) p(2) (2.4)
—— p(d) NI
A—Posteriori—WV A—Priori—WV

Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z|d) lasst sich bis auf einen konstanten
Faktor durch eine Gewichtung der Likelihoodfunktion p(d|z) durch die a-priori Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p(z) erzeugen [Ber04]. Die Daten d = (di,...,dg) stellen die
Informationsbeitrige aus S € N Informationsquellen dar. Die Kombination der z' zu
Z = (z',...,2™)m € N sind die GréBen, deren Wahrscheinlichkeit geschiitzt werden
soll. Die z* mit i € {1,...,m} setzen sich aus den Properties of Interest (Pol) zusammen:
z:=(21,...,2k), k € Nist ein Vektor, in dem die Pol zusammengefasst werden. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Beobachtung, welche die Skalierung vornimmt und damit die

A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung auf das Intervall [0,1] normiert, ist

p(d) :/---/p(d]zl,...,zk)p(zl,...,zk)dzl...dzk.

Dies ist die Auftrittswahrscheinlichkeit der Beobachtung d'. Die Berechnung von p(z|d)

fiir jeden moglichen Wert von z ist sehr aufwendig. Der Aufwand ist oft so grof}, dass eine

'Piir diskrete z; muss hier aufsummiert werden. MaBtheoretisch gesehen ist die Summe jedoch nur ein
Spezialfall des Integrals vlg. [San09b].
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2.2. Bayes’sche Fusion

Berechnung fiir reale Beispiele nicht durchgefiihrt werden kann. Der Aufwand liegt nach

[San09b] in der Klasse
k
O (k 11 Val(Zi))
i=1

wobei Val(Z;) die Anzahl der moglichen Werte der Komponenten von z sind. Die Berech-

nung von p(z|d) ist also selbst fiir einfache Beispiele sehr rechenaufwendig.

Es kénnen zwei Félle unterschieden werden. Im ersten Fall sind alle Informationen der
Informationsquellen zu Beginn der Berechnung gleichzeitig vorhanden. Die Informationen
konnen z.B. aufgezeichnet vorliegen. Dann kann, wie oben erklart, das Fusionsergebnis be-
rechnet werden. In dieser Arbeit wird, wie in den Arbeiten von Sander et al. (vgl. [San09b)),
davon ausgegangen, dass alle Beobachtungen vor Beginn der Fusion abgeschlossen sind.
Im zweiten Fall sind die Informationen nicht zu Beginn der Berechnung vollstédndig vor-
handen. Die Informationsquellen liefern weiter neue Beobachtungen, die in die Fusion mit
einfliefen sollen. Die Agenten durchlaufen die Informationsquellen nacheinander, um das
Fusionsergebnis zu berechnen vgl. [San09b]. Die Fusion nach (2.4) mit der Information d
wird dann nur mit einem Teil der Information berechnet. Unter der Annahme der beding-
ten Unabhéngigkeit der Daten, gegeben z, kann sequenziell fusioniert werden. Bedingt

unabhéngig bedeutet in diesem Fall, dass:

p(z|d;, d;) o< p(d;i|z)p(d;|z)p(2)

fiur alle 4,5 € {1,...,5},i # j, gilt. Unter dieser Bedingung liefert die Bayes’sche Fusi-
on das gleiche Resultat, egal ob alle Information gleichzeitig fusioniert wurde, oder ob
die Fusion sequenziell durchgefithrt wurde. Die Formel fiir die sequenzielle Fusion (zum
Zeitpunkt, wenn die Information der Informationsquelle 1,...,7 < S — 1 bereits verar-
beitet wurden und die Information der Informationsquelle ¢ + 1 als neue Beobachtung

dazukommt) sieht wie folgt aus:

p(div1|2)p(zldy, . .., d;)
p(dit1|dy, ..., d;)

p(2ldi, ... diy1) = o p(dit1|2)p(z|dy, . .., di). (2.5)

Das Ergebnis des i-ten Schritts in dieser Sequenz wird also als A-priori-Wahrscheinlich-
keitsverteilung flir den ¢ + 1-ten Schritt interpretiert. Wegen der Kommutativitit der
Multiplikation ist die Reihenfolge, in der die Information fusioniert wird, egal [San09b].

Dies hat den Vorteil, dass die Informationsquellen separat in eine wahrscheinlichkeitstheo-
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2. Grundlagen

retische Représentation tiberfiihrt werden kénnen. Anstatt p(dy,...,dg|z) zu berechnen

kann p(di|z),...,p(ds|z) berechnet werden.

Eine Konfiguration soll hier beschreiben, wie die dem Wahrscheinlichkeitsraum zu Grunde
liegende Menge und o-Algebra definiert sind. Dabei kann beispielsweise Z endlich oder
abzdhlbar sein. Des weiteren wird in einer Konfiguration beschrieben, wie die Bayes’sche
Informationsfusion lokalisiert wird. Dies kann beispielsweise durch eine Vergréberung oder

durch eine Einschrankung geschehen.

2.3. Lokale Konfiguration

Um auf das eingangs erwidhnte Beispiel aus der Kriminalistik zuriick zu kommen, entspricht
die Grundmenge Z der z gewissermaflen der gesamten Menschheit. Wurde ein Verbrechen
veriibt, so ist eine Berechnung der Wahrscheinlichkeit, wie verdachtig a-posteriori ein Ele-
ment z € Z ist, also p(z|d), nicht fiir jedes z € Z durchfithrbar. Eine solche Vorgehensweise
wiirde bedeuten, dass am Anfang der Ermittlungen jeder Mensch als potenzieller Tater
gesehen wiirde. Dies geschieht natiirlich nicht. Deshalb werden die Ermittlungen auf plau-
sible Verdéachtige konzentriert. Dies geschieht durch eine Art Vorverarbeitung, die zu einer
Verringerung der Komplexitat fithrt. Je mehr relevante Information bei der Vorverarbei-
tung verwendet wird, desto besser sollte die Menge der Verdachtigen eingeschrankt wer-
den konnen. So eine Vorverarbeitung entdeckt eine Menge verdédchtiger Elemente U aus
Z. Das Komplement zu U ist U := Z \U, also all die Elemente, die fiir die Untersuchung
wahrscheinlich uninteressant sind. Ziel lokaler Bayes’scher Fusion ist es, die a-posteriori-
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Detail nur fiir die Elemente von U zu bestimmen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir U wird allenfalls kumuliert betrachtet. Sie ist dann im kontinuier-
lichen Fall:
p(O1d) = [ pllddz,
zeU

und im diskreten Fall:

p(Uld) = p(z|d).

2€U
Um zu entscheiden welches der Elemente aus Z a-posteriori wahrscheinlicher als andere
ist, also welchem Element z die Daten dy, . .., dg eine hohe A-posteriori-Wahrscheinlichkeit

zuordnen, miissen die verschiedenen Werte von p(z|d) verglichen werden. Dazu koénnen
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2.3. Lokale Konfiguration

z.B. die Quotienten der A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten verschiedener Elemente aus Z

verglichen werden. 4 , ,
p(ild) _ pld)2) p(=")
p(Z|d)  p(d]2?) p(z7)

Anhand des Likelihood-Verhéltnisses kénnen zwei Elemente aus Z darauf hin verglichen

(2.6)

werden, wie plausibel die Beobachtungen ein Element erscheinen lassen [San08]. Dabei
kann die Bayes’sche Fusion als eine Art Beweise zu sammeln, interpretiert werden. Sind
die d; bedingt unabhéngig im Bezug auf z, dann kann Gleichung (2.6) auch wie folgt

geschrieben werden [San08]:

p(27|d) ﬁ p(d?|27) p(2
p(zF|d) L p(di[2*) p(2F

=1

~—

V

Ein Element z wird dann als "clue” (Verdachtsmoment) bezeichnet, wenn es in die Menge U
aufgenommen wird. Diese ,,clues werden bei der Fusion detailliert betrachtet. Sander und
Beyerer schlagen in [San08] vor, eine "relative Likelihoodfunktion” ppee(d|-) : Z — [0, 1]
einzufithren, die alle Elemente aus Z mit dem plausibelsten Element vergleicht und so eine

Ordnung auf Z erzeugt. pmaq. ist wie folgt definiert:

p(d|2)

max p(d|=*)

pmax(d‘z) =

Diese relative Likelihood-Funktion beschreibt, um wie viel unplausibler ein bestimmter
Wert von z gegeniiber dem plausiblesten Element z* ist. U wird dann durch eine obere

Schranke fiir die relative Likelihoodfunktion definiert:

o fopar < (2)",

mit d := (dp,...,ds), wobei dy das a-priori-Wissen repréasentiert.

U ist dann Z\U. Hierbei ist fg eine Konstante, deren Wert davon abhingt, wie stark
bedingt unabhéngig gegeben z die Informationsquellen sind. Werden heterogene Informa-
tionsquellen verwendet, kann davon ausgegangen werden, dass diese allenfalls sehr schwach
bedingt abhédngig sind. Dann sollte fg nahe bei 1 sein. Sind die Informationsquellen je-
doch vollkommen bedingt abhéngig, dann sollte fg den Wert S annehmen [San08]. Sind
die Informationen der S Quellen identisch, wird die Wahrscheinlichkeitsgrenze nach oben

verschoben. Kommt bei jeder neuen Beobachtung neue unverrauschte Information hinzu,
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2. Grundlagen

so kann die Wahrscheinlichkeitsschranke bei % bleiben. Der Bruch % stellt die Grofle der
Umgebung dar.

Alle z € U kénnen mathematisch als ein Element betrachtet oder vollstandig ignoriert wer-
den. Werden sie vollstindig ignoriert, dann ist p(U) = 0 und die Lokalisierung wird Ein-
schrinkung genannt. Wird die o-Algebra des Wahrscheinlichkeitsraums vergrobert, dann
wird die Fokussierung Marginalisierung genannt. Die Marginalisierung wird in Abschnitt
2.4 genauer besprochen. Die einzelnen Umgebungen U, sind voneinander unabhingig, wenn
die U, eine Partition von U bilden. Damit eignen sie sich fiir eine Parallelisierung. Par-
allelisierung ist eine verteilte, gleichzeitige Berechnung. Durch die parallele Berechnung
kann eine Zeitersparnis erreicht werden. Die Bereiche U, kénnen dann als Arbeitspakete an
Agenten vergeben werden. Diese konnen dann auf verschiedener Hardware ausgefiihrt wer-
den um einen Speedup zu erzielen. Ein Speedup ist eine Verkiirzung der Rechenzeit ohne
eine Reduktion des Rechenaufwands. Meistens wird der Rechenaufwand bei einer ver-
teilten Berechnung durch z.B. Kommunikationsaufwand erhoht. Wie der Rechenaufwand
verringert werden kann, ist Thema des néchsten Abschnitts. Durch eine Lokalisierung
wird die Fusion fokussiert [Bey07]. Hierbei mufl man sich mangels eines allgemeingiiltigen
Distanz-Begriffes von dem Begriff der Lokalitdt als rdumliche Ndhe trennen. Diese einge-
schriankte Fusion ist begrenzt auf die lokale Welt (U x D, py(z,d)) statt auf die globale
Welt (Z x D,p(z,d)). Es gilt U C Z und py(-) = p(-|U) mit:

p(2) U
z dz7z €
pu(z) = { ] , (2.7)
{ 0,2¢ U
pCEd o
pu(zld) = { Jreldds (2.8)
0,2z¢ U

(U x D,py(z,d)) bedeutet, dass die gleiche Information D beobachtet wird, diese jedoch
nur fiir die Pol, die in U liegen, durch die eingeschrinkte Wahrscheinlichkeitsfunktion
pu(z,d) eine Aussage liefert?. Allen Elementen in U kann keine Auftrittswahrscheinlichkeit

mehr zugeordnet werden. Dies bedeutet, dass > p(u) = 1 ergibt. Die Wahrscheinlichkeit,
uelU

die bei einer globalen Sicht U zugeordnet wurde, wird in der eingeschrinkten Konfiguration
auf U umverteilt. Klar ist dadurch (aufler p(U) = 0), dass allen Elementen in U lokal eine
hohere Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird, als dies global der Fall wahre. Lokalisierung

als Einschriankung bedeutet in diesem Zusammenhang die vollstindige Konzentration auf

*In Gleichung (2.7) muss das Integral fiir diskrete z durch eine Summe ersetzt werden.
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2.3. Lokale Konfiguration

die Werte von Z, die plausibel genug erscheinen. Die Werte, aus denen sich die Ereignis-
se zusammen setzen, die nicht von Interesse sind, werden Nuisance-Parameter genannt.
Nuisance-Parameter kénnen durch Herausintegrieren bei kontinuierlichen bzw. Heraus-
summieren bei diskreten Merkmalen, entfernt werden[Ber04]. Eine weitere Moglichkeit
Nuisance-Parameter zu entfernen, stellt die Bildung des A-posteriori Erwartungswerts dar
[Bey07]. Eine alternative Art eine Lokalisierung zu beschrieben wird in Abschnitt 2.4 be-

sprochen. Durch eine Lokalisierung reduziert sich der Rechenaufwand der Fusion drastisch

[San06]:
O (f f[vm(m)) ,
i=1

wobei Val(U;) < Val(Z;) mit z = (z1,...,2) € U ist. Die GroBe Val(U;) beschreibt
die Menge der Werte, die z € U; annehmen kann. Sie ist kleiner als bei der globalen
Betrachtung, da moglicherweise Nuisance-Parameter herausgenommen wurden. Wie bei
der Kriminalistik wird um die ,verdachtigsten“ Elemente ermittelt. Alle Elemente die

nicht zu dieser Gruppe U der Verdédchtigen gehoren, werden nicht mehr betrachtet.

Der Fehler, der durch die Umverteilung der Wahrscheinlichkeitsmasse entsteht, wird fiir
die Reduktion des Rechenaufwands in Kauf genommen. Diesem Fehler entgegen zu wirken
ist ein gewiinschter Effekt einer Pooling-Methode. Das verteilte Rechnen der Bayes’schen
Fusion und die Probleme, die dabei auftreten, sind Thema des nichsten Abschnitts. Nun
folgt ein Beispiel, das verdeutlicht, wie stark sich der soeben besprochene lokale Uber-
schatzungsfehler bei einer lokalen Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsverteilung auswir-
ken kann. Diese Situation kann mit der eines Ermittler verglichen werden, der sich auf
eine kleine Menge von Verdéchtigen konzentriert. Wenn das Wissen iiber andere Ver-
déchtige fehlt, ist es moglich, dass einer dieser Verdéchtigen - auch wenn er im Vergleich
zu anderen nicht sehr verdéchtig ist - eine hohe Wahrscheinlichkeit vom Ermittler er-
halt, das Verbrechen veriibt zu haben. Dies gilt, wenn zum Beispiel der Ermittler ge-
zwungen wird, sich fiir einen Téter zu entscheiden. Um diesen Effekt mathematisch zu
verdeutlichen, wurde ein einfaches Beispiel gewéhlt, bei dem |Z| = 7 gilt und sieben
verschiedene Informationsquellen betrachtet werden. Die probabilistische Repréasentati-
on der von den Informationsquellen gelieferten Information sieht wie in Tabelle 2.1 aus:
Die Tabelle 2.1 stellt die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(d;|z?) dar. Je groBer p(d;|27),
desto wahrscheinlicher ist die Beobachtung d; der i-ten Informationsquelle unter der Hy-
pothese, dass z den Wert 2/ annimmt, i,5 € {1,...,7}. In diesem Beispiel werden zwei

Gruppenmitglieder betrachtet, welche die Fusion auf verschiedenen Bereichen von Z durch-
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2. Grundlagen

d1 d2 d3 d4 d5 dé d7
21 10.40 | 0.20 | 0.08 | 0.10 | 0.06 | 0.22 | 0.04
22 10.20 | 0.01 | 0.40 | 0.05 [ 0.16 | 0.20 | 0.02
23 1004|012 004|015 [ 0.25 | 0.03 | 0.25
z*10.06 | 0.08 | 0.15] 0.20 | 0.27 | 0.10 | 0.06
z° 1 0.10 | 0.19 | 0.20 | 0.05 | 0.01 | 0.40 | 0.03
26 10.09]0.33]005]001]0.10 [ 0.04 | 0.45
271011007 |008]044]0.15]0.01 | 0.15

Tabelle 2.1.: Dargestellt sind die Likelihoodfunktionen p(d;|27)

fithren. Agent; arbeitet auf {22,...,20} =: Uy Agenty auf {z!,...,2°} =: U,. Die Wahr-
scheinlichkeiten der von ihm nicht betrachteten Ereignisse, welche in U; zusammenge-
fasst werden, setzt jeder Agent auf Null. Als Vergleich wurde hier zusétzlich die globa-
le Bayes’sche Fusion durchgefiihrt. Das Ergebnis der drei Fusionsvarianten stellt Abbil-
dung 2.2 dar. Abbildung 2.2 zeigt den Unterschied zwischen dem Ergebnis der globalen
Bayes’schen Fusion (Bayes), die iiber dem gesamten Raum Z berechnet wurde und den Er-
gebnissen der beiden Agenten, deren Fusionsergebnisse aufgrund der lokalen Betrachtung
verzerrt wurden. Es wurde die Wahrscheinlichkeitsmasse von U; auf U; aufgeteilt. Gut
zu sehen ist, wie die Agenten global sehr kleine Wahrscheinlichkeiten lokal iiberschétzen.
Fir Agents ist 21 das wahrscheinlichste Element aus Us. Da Agento nur die Verdéachti-
gen z',...,2° kennt, kann er nicht entscheiden wie verdéchtig z' wirklich ist. Wurde die
komplette Bayes’sche Fusion berechnet, so sind die Wahrscheinlichkeiten der z* beziiglich
der Beobachtungen, exakt bekannt. Fiir die Reduktion des Rechenaufwandes bei der lo-
kalen Fusion miissen Schétzfehler in Kauf genommen werden. Es ist aus Abbildung 2.2
jedoch ersichtlich, dass ein Agent die Verhéltnisse zwischen den Wahrscheinlichkeiten der
2%, die er betrachtet, richtig einschitzt. Die Agenten schiitzen die Wahrscheinlichkeiten
von 22 bis z? in den Verhiltnissen untereinander richtig, jedoch immer proportional zu
p(z|d) zu hoch ein. Weil p(U;|d) relativ klein ist, schitzt Agent; die Wahrscheinlichkeit
fiir z* so grof ein, dass gilt: py, (2!|d) < py, (2*|d). Miissten die Agenten nun entscheiden
welches 2z das Wahrscheinlichste ist, so wiirde z* gewihlt® werden, obwohl z! global am

Wahrscheinlichsten ist. Es gibt eine obere und untere Schranke fiir die globale a-posteriori-

3Eine Wahl ist hier beispielsweise ein gewichtetes arithmetisches Mittel, beidem die Gruppenmitglieder
gleich gewichtet werden.
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= ent
o ﬁ‘gent;
o Bayes

Zl 22 Z3 24

e b W r

Abbildung 2.2.: Diskretes Fusionsbeispiel Unterschied zwischen globalem und lokalen Fusions-
ergebnissen

Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z|d). Die obere Schranke liegt bei:

p(z|d)
p(U|d)

p(z|d) < =pu(zld),z € U.

Ist U = Z, dann ist das Ergebnis der auf U lokalisierten Bayes’schen Fusion gleich p(z|d)
ohne Fehler, da ganz Z betrachtet wurde, also p(U|d) = 1. Je kleiner p(U|d), desto grofier
wird die obere Schranke fiir die globale a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ge-
nauso ist die obere Schranke fiir gréflere Werte der globalen Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(z|d) hoher. Ist p(z|d) also grof und p(U|d) klein, dann kann der Schétzfehler fiir die
globale a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung relativ grof§ sein. In Abbildung 2.2 wird
jedes Ereignis 2 als gleich wahrscheinlich vorausgesetzt. Diese Annahme wird als nicht in-
formatives a-priori-Wissen bezeichnet. In diesem Fall ist p(U;|d) = 2. Die untere Schranke
fiir die globale Relevanz kann wie folgt motiviert werden: p(z|d) kann berechnet werden
als py (z|d)p(U|d). Die lokal berechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung fur z gegeben d wird
mit p(U|d), der Relevanz von U gegeben d, gewichtet. p(U|d) kann nach unten abgeschétzt
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2. Grundlagen

werden durch:

ZEZUp(d!Z)p(Z)
p(Uld) = o)
> p(d|z)p(z)

zeU

T Y p(dl2)p(z) + % p(d]2)p(2)
zeU zeU

> p(d|z)p(z)
> zeU
- ZgUp(d\Z)p(Z) + €[l = p(U|d)]

B p(U]d)
p(U1d) + 1 — p(U1d)]

(2.9)

(2.10)

€ ist dabei die Grenze, ab welcher die Elemente von Z anhand der Schranke fiir die Li-
kelihoodfunktion nicht mehr zur relevanten Menge U gehoren, d.h. es gilt p(d|z) < e fiir
z € U [San09a].

Bei einer Einschrinkung als Lokalisierung wird die Fusion auf einen relevant erscheinen-
den Bereich eingeschrankt. Dies ermoglicht die Berechnung der Fusion fiir kompliziertere

Aufgaben, verursacht jedoch einen Fehler in der Fusion.

2.4. Alternative lokale Konfigurationen

Es gibt mehrere Arten, eine Lokalisierung zu realisieren. Die in Abschnitt 2.3 vorge-
stellte Einschrankung ist eine der beiden Arten, die in dieser Arbeit betrachtet werden.
Im folgenden Abschnitt wird die zweite Art der Lokalisierung, die Marginalisierung oder
Vergroberung, besprochen. Ein Bayes’sches Modell wird mafitheoretisch durch die Struk-
tur (Z x D,0(Z,D),p(z,d)) beschrieben. In der Menge Z x D sind nur atomare Ele-
mente enthalten. Fiir das Beispiel der Fahrzeugerkennung ist Z aus Tupeln der Form
{Position, Typ, Orientierung}, d.h. den moglichen Werten der Pol, zusammengesetzt. D
ist die Menge der moglichen Beobachtungen, also die potentiell mégliche Information der
Informationsquellen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p : o(Z,D) — [0,1] erfiille die
Kolmogorow’schen Axiome. Sie weist den Elementen von o(Z, D) einen Wert in [0, 1] zu.
Die mengentheoretische Strukturen Z,D sind dabei o-Algebren, die definieren, welchen
FEreignissen eine Wahrscheinlichkeit durch p zugeordnet werden kann. Durch die Eigen-

schaften einer o-Algebra (siche Abschnitt A) wird auch nicht-elementaren Ereignissen
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2.4. Alternative lokale Konfigurationen

eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Ist zum Beispiel Z := {z! = ((1,2), VW, Nord), 2> =
((2,3), BMW, Nord), 23 = ((2,3), VW, Ost)} dann kann o(2') z.B. {Z, {z'}, {22V 23}, 0}
sein. Dadurch ist es moglich, einem Element wie {22 V 23} eine Wahrscheinlichkeit zuzu-
ordnen. Nun ist es moglich, eine Vergréberung beziiglich Z zu definieren. Dies geschieht,
indem verschiedene Elemente aus der feingranularsten o-Algebra o(Z, D) weggelassen wer-

den. Dadurch wird eine Lokalisierung auf die Elemente erreichbar, die von Interesse sind.

Der Unterschied zur Einschriankung aus Abschnitt 2.3 ist, dass fiir die Ereignisse, die nicht
betrachtet werden, die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht auf Null gesetzt wird. Dadurch
bleibt die Wahrscheinlichkeit der Elemente von o (U, D) gleich wie vor der Vergréberung.
Der Fehler, der durch die Umverteilung von Wahrscheinlichkeitsmasse bei der Einschran-
kung entsteht, fallt weg. Es wird eine Menge gebildet, die alle nicht betrachteten Elemente
enthélt, wie dies im obigen Beispiel 2.12 der Fall ist.

Es kann eine Art Mischung aus diesen beiden Konfigurationen beschrieben werden. Da-
bei wird die Konfiguration, bei der eine Einschriankung lokalisiert, mit Zusatzwissen auf
eine quasi Marginalisierung erweitert. Dazu muss p(U;) bekannt sein. Die Verzerrung,
welche durch die Umverteilung der Wahrscheinlichkeitsmasse entstanden ist, kann da-
mit aufgehoben werden. Jedes Gruppenmitglied erzeugt eine Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung iiber dem von ihm betrachteten U;. Das bedeutet das » p;(z) = 1 ist. Genauer
zeU;

ist damit p;(z) = %. Diese Verzerrung kann mit dem Zusatzwissen p(U;) entzerrt wer-

den. Dazu muss jedes Gruppenmitglied nur seine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber U;
mit p(U;) multiplizieren. Damit wird die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung wie bei
der alternativen Konfiguration mit einer Marginalisierung erzeugt. Diese Konfiguration
soll Einschrinkung mit Zusatzwissen genannt werden. Wahrend die Marginalisierung kei-
ne Aussage dariiber trifft, wie die Wahrscheinlichkeit auf U verteilt ist, kann mit der
Maximum-Entropie Methode bei der Einschrinkung mit Zusatzwissen eine Gleichvertei-
lung iiber U angenommen werden. Dadurch wird eine neue Wahrscheinlichkeitsverteilung

jedes Gruppenmitglieds erzeugt:

0 @1

. p(z),falls z € U;
pi(2) =

Auf U; ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung unverzerrt, sonst wird eine Gleichverteilung
angenommen. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Sei U := {z! = ((1,2),VW),2? =
((1,2), Audi)}. Wobei die erste Komponente die x- und y-Kordinate ist, die zweite Kom-
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ponente der Fahrzeugtyp eines Autos. Die lokalen Wahrscheinlichkeiten kénnten dann z.B.

wie folgt aussehen:

p(z'|d) = 0,6, (2.12)
p(z%ld) = 0,25,
p(Uld) = 0,15,

Die Beobachtungen d lassen schliefien, dass an dem Punkt (1,2) zu 60 Prozent Wahrschein-
lichkeit ein VW und zu 25 Prozent ein Audi zu beobachten ist. Bei dem obigen Beispiel
wurde U aus einzelnen z zusammen gesetzt, wobei diese die Elemente représentieren die
von erhohtem Intersse sind. Dies ist stark vereinfacht. Normalerweise erhédlt man um ein
verddchtiges Element c¢ (fiir das englische Wort clue) eine Umgebung U, mit Elementen
die ebenfalls verdéchtig sind:

Ue :={z|d(c,z) < €}, (2.13)

d(-,-) ist hierbei eine passende Metrik. Alternativ kann durch

dlz*
magpldle

U= {Z|p(dz)) < e} = {z|pmax(d|z) < €}, (2.14)

eine Schranke fiir die Relevanz aller Elemente, die nicht von Interesse zu sein scheinen,
definiert werden. Diese Elemente werden dann in U zusammengefasst [San09b]. Im nicht

verteilten Ansatz werden alle U, zusammengefasst zu U := |J U..

Mit den in diesem Abschnitt 2 vorgestellten Werkzeugen ist die in dieser Arbeit gestell-
te Aufgabe einer Analyse zugénglich. Anhand der Bayes’schen Informationsfusion kann
gegebene Information optimal ausgenutzt und kombiniert werden. Mit ihr ist es mog-
lich, Vorwissen mit in die Informationsfusion einflielen zu lassen. Die vorgestellten Struk-
turen erlauben eine Einschrankung sowie eine Vergroberung, um eine Lokalisierung der
Bayes’schen Informationsfusion zu erreichen. Lokale Bayes’sche Modelle kénnen verteilt
bearbeitet werden. Die Ergebnisse sind jedoch global unvollstdndig oder mit einem Fehler
behaftet. Der Fehler tritt bei der Einschrankung auf und wurde mit einer oberen und unte-
ren Schranke abgesteckt. Im Folgenden werden ausgewéhlte Verfahren, mit denen verteilt
berechnete lokale Fusionsergebnisse zu einer globaleren Sicht zusammengefiihrt werden

konnen, besprochen.
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3. Pooling Methoden

3.1. Einfiihrung in Pooling-Methoden

Pooling-Methoden werden verwendet, um die Konsensfindung in Gruppen zu modellieren.
Bei den Mitgliedern der Gruppe, den sogenannten Agenten, kann es sich um menschli-
che Experten oder um Software handeln. Die Information ist dabei in Form von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen vorhanden. Die Gruppenmitglieder erzeugen eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung tiber den von ihnen betrachteten Pol. Diese Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der Agenten kénnen mit Hilfe einer Pooling-Methode zu einem Gruppenentscheid
zusammengefiihrt werden. Ein Entscheider (Decision Maker) kann als ein n 4 1-tes Grup-
penmitglied interpretiert werden. Dies ist beispielsweise die Person, die an dem Gruppen-

entscheid interessiert ist.

Die Meinungen der Gruppenmitglieder konnen sich unterscheiden. Dafiir gibt es mehrere
Erklarungen. Wahrscheinlichkeiten werden objektiv genannt, wenn die unterschiedlichen
Individuen bei gleichen Beobachtungen d und gleichem Vorwissen auf die gleiche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung schliefen. Gruppenmitgliedern kénnen verschiedene Beobachtun-
gen fiir ihre Meinungsbildung zur Verfiigung stehen. Dann kénnen die Wahrscheinlichkeiten
objektiv sein, obwohl die Meinungen der Gruppenmitglieder unterschiedlich sind. Liegen
den Gruppenmitgliedern die gleichen Beobachtungen vor, jedoch verschiedenes Vorwissen,
dann kann die Meinungsbildung trotz verschiedener resultierender Wahrscheinlichkeits-
verteilungen objektiv sein. Werden unterschiedliche Zusatzannahmen wie beispielsweise
eine Einschriankung des Wertebereichs der Gréflen von Interesse gemacht, dann kann eine

objektive Meinungsbildung ebenfalls verschiedene Ergebnisse liefern.

Eine weitere Erklarung dafiir, warum Gruppenmitglieder bei der Meinungsbildung ver-
schiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen erzeugen, liefert die Interpretation der Wahr-
scheinlichkeit als subjektive Wahrscheinlichkeit. Dabei begriindet sich ein Unterschied in

den Wahrscheinlichkeitsverteilungen zusétzlich durch die Subjektivitdt der Gruppenmit-

29



3. Pooling Methoden

glieder. Hier wird also der Grund fiir die Ungleichheit nicht auf verschiedenes Vorwissen
oder unterschiedliche Beobachtungen begrenzt. Dies repréisentiert eher eine menschliche

Aussage, da die Erfahrungen und das Wissen eines Menschen schlecht greifbar sind.

Bei der Wahl einer Pooling-Methode wird zwischen zwei Ansétzen unterschieden. Beim
axiomatischen Ansatz wihlt man die Pooling-Methode anhand gewiinschter Eigenschaften
aus. Die Wahl wird oft durch Sétze erleichtert, die hier Beschrinkungssdtze (siehe 4.2)
genannt werden. Der zweite Ansatz ist analytisch: Man tiberprift, welche Eigenschaften
eine bestimmte Pooling-Methode erfiillt. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 4.3, 4.4 und 4.5
anhand des Linear Opinion Pools, des Logarithmic Opinion Pool und des Supra-Bayes

Ansatzes veranschaulicht.

3.2. Der Linear Opinion Pool und der generelle Linear

Opinion Pool

Ein Opinion Pool wurde von Stone [Sto61] als eine Funktion zur mathematischen Formu-
lierung einer Entscheidungsfindung in einer Gruppe eingefiihrt. Dabei geben n Mitglieder
einer Gruppe Schétzungen iiber ein Ereignis A € Z ab. Sie werden durch Wahrschein-
lichkeitsverteilungen pi(A),...,pn(A) dargestellt. Dabei ist p;(A) die Schéitzung des i-ten
Gruppenmitglieds beziiglich des Ereignisses A. Die Wahrscheinlichkeit wird als DoB in-

terpretiert.

Um einen Gruppenentscheid zu erreichen, wird eine Pooling-Methode bendtigt, welche die
Schétzungen der Gruppenmitglieder zusammenfiihrt. Stone schlégt dafiir ein gewichtetes

arithmetisches Mittel vor:

Kpr,- - po)(4) = Y wini(A), (3.1)

mit den Gewichten w;, fiir die Z w; = 1 und w; > 0 gilt. Bacharach [Bac75] bezeichnet
diese Pooling-Methode als Lmear Opinion Pool (LinOP).

Genest verallgemeinert den LinOP so, dass er eine gréfiere Klasse von Pooling-Methoden

umfasst! [Gen84d]. Dieser wird hier generalisierter Linear Opinion Pool (GenLinOP) ge-

!Die Klasse enthilt alle Pooling-Methoden, die die Marginalization Property von Mcconway erfiillt.
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3.2. Der Linear Opinion Pool und der generelle Linear Opinion Pool

nannt. Diese Pooling-Methoden haben die Form:

Kpro e pa)(A) = S wips(4) + |1 Zw] R(A), (3.2
=1 =1

mit Gewichten wy, ..., w, € [—1,1] und einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsmafl R auf
Z,sodass gilt: VJ C{1,...,n}: | > wj| <1
jeJ

Die Gewichte driicken aus, wie viel Einfluss die Wahrscheinlichkeitsverteilung p;(A) auf

den Gruppenentscheid K (p1,...,pn)(A) hat.

Die Erweiterung des LinOP auf den GenLinOP ist bei gewissen Anwendungen durchaus
sinnvoll. Stellen wir uns beispielsweise vor, dass der Gruppenentscheid nicht nur durch die
Gruppenmitglieder erzeugt wird. Es kénnte a-priori durch Vorwissen eine grobe Schitzung
der Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegen. Diese soll nun mit den Meinungen der Grup-
penmitglieder vereinigt werden. In diesem Fall kann das Vorwissen als R(A) mit in den
GenLinOP einflieflen. Die Gewichte der Gruppenmitglieder kénnen dann beispielsweise auf
0, 8 aufsummieren, was das Vorwissen mit einem Gewicht von 0,2 mit in den GenLinOP

einfliefen lasst.

Die Pooling-Methode kann z.B. demokratisiert werden, indem der Entscheider alle Gewich-
te w; = % setzt. Damit flielen alle Schétzungen in die Entscheidungsfindung gleichermaflen
mit ein. Gegenteilig dazu kénnen alle Gewichte bis auf eines auf Null gesetzt werden, was
einer Diktatur entspricht. Durch die Wahl der Gewichte kénnen alle Linearkombinationen
der Schétzungen erzeugt werden. Die Idee dabei ist, dass Gruppenmitglieder entsprechend

ihrer Expertise beziiglich der zu treffenden Entscheidung gewichtet werden [McC81].

Reiffa [Rai70] erkldrt anhand eines Beispiels, wie die Gruppenmitglieder agieren, wenn
nicht klar ist, wann die Pooling-Methode angewandt wird. Hangen die Gewichte von p;(A)
ab, d.h. werden diese gewéhlt, nachdem die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppen-
mitglieder bekannt sind, dann kénnen die Gruppenmitglieder ihre Wahrscheinlichkeiten
so daran anpassen, dass sie moglichst groflen Einfluss auf den Gruppenentscheid haben,
da der Zusammenhang zwischen den Meinungen und den Gewichten bekannt sein kann
[Gen90]. Das heifit, sie konnen ihre Schiatzungen so manipulieren, dass diese ihren Einfluss
auf den Gruppenentscheid maximieren. Somit wiirde die Wahrscheinlichkeitsverteilung im

Ergebnis verzerrt.

Wenn das Ergebnis von Gleichung (3.1) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung sein soll, miis-
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3. Pooling Methoden

sen die Gewichte die dargestellten Anforderungen erfiillen.

Der GenLinOP muss mit den hier gegebenen Bedingungen nicht immer eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ergeben. Je nach Wahl der Gewichte und der Wahrscheinlichkeitsver-

teilung R konnen negative Werte im Ergebnis erscheinen. Dafiir hier ein Beispiel:

Agenty | Agento
21109 0.3
22 10.1 0.7
231 0.0 0.0

Tabelle 3.1.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern.

Sei R(z') = 0,R(2?) = 0 und R(z®) = 1 und die Gewichte seien w; = —1 und wq = 1.
Zu beachten ist, dass diese Gewichte die Bedingungen des GenLinOP erfiillen. Dann hat
der GenLinOP folgende Ergebnisse: GenLinOP(z') = —0.6, GenLinOP(z?) = 0.6 und
GenLinOP(z%) = 1. Es soll hier betont werden, dass die Wahl des Intervalles [0, 1] als
Wertebereich fiir eine Wahrscheinlichkeitsfunktion willkiirlich ist [Gen84a]. Aufgrund die-
ser Konvention ist das Ergebniss eines GenLinOP nicht immer eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Zum besseren Versténdnis soll hier ein Beispiel eines LinOP erldutert werden:
Die zwei Gruppenmitglieder in diesem Beispiel betrachten die z € U; in ihrer lokalen Um-
gebung. Dabei wurden die dieselben beiden Gruppenmitglieder betrachtet wie im Beispiel
2.2. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der beiden Gruppenmitglieder wurden mit einem
LinOP mit den Gewichten w; = % kombiniert. Abbildung 3.1 zeigt das Ergebnis des LinOP

der beiden Gruppenmitglieder und einer Bayes’schen Fusion iiber alle z € Z.

Als Referenz ist in Abbildung 3.1 das Ergebnis einer Bayes’schen Informationsfusion

(Bayes) ohne Fehler (Uberschitzung durch die Einschrinkung auf U;) und Informati-

7

onsverlust (dadurch, dass z” von den Gruppenmitglieder nicht betrachtet wurde) mit

eingezeichnet. Die Fehler der Schéitzungen der Gruppenmitglieder sind im Ergebnis des

4

LinOP wiederzuerkennen. So wird beispielsweise z* von beiden Gruppenmitgliedern als zu

wahrscheinlich eingeschétzt. Dies spiegelt sich im Ergebnis des LinOP wieder, hier wird z*

1 yon Agenty als zu wahrscheinlich einge-

ebenfalls iiberschétzt. Zu sehen ist auch, dass z
schatzt wurde. Im Ergebnis des LinOP ist die Einschétzung jedoch zu niedrig. Dies liegt
daran, dass Agent; das Ereignis 2! nicht betrachtet. Wegen der lokalen (eingeschrinkten)

1 eine Wahrscheinlichkeit von Null zu. Dies

Betrachtung ordnet Agent; dem Ereignis z
wird bei der Berechnung des LinOP mit beriicksichtigt und zieht damit das Ergebnis des

LinOP bei z! nach unten.
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m LinOP
o Bayes

z z z z z z z

Abbildung 3.1.: Ergebnis eines LinOP

Ein wichtiges Problem des LinOP ist die Wahl der Gewichte w;. Diese bestimmen die
Zusmmensetzung des Gruppenentscheid. Die Wahl der Gewichte beeinflusst die Eigen-
schaften und das Verhalten eines LinOP. Um zu verstehen, wie die Gewichte in einem
Anwendungsfall zu wihlen sind, muss eine Interpretation der Gewichtung festgelegt wer-
den. Da der LinOP in Abschnitt 4.3 auf seine Eigenschaften und sein Verhalten {iberpriift
wird, sollen hier zum besseren Verstdndnis einige Interpretationen der Gewichte des LinOP

beschrieben werden.

Es ist nicht immer sinnvoll, dass die Gewichte auf 1 aufsummieren. Nach Winkler [Win68]
gilt, dass, wenn alle Experten die gleiche Information haben, dann sollte > w; = 1 sein.
Bei vollkommen dekorrelierten Schétzungen der Gruppenmitglieder folgert er, dass die
Gewichte w; = 1,7 € {1,..,n} mit der Summe von > w; = n sein sollten. Dies ist fiir
die lokale Bayes’sche Informationsfusion interessant, da die Gruppenmitglieder nicht die

gleichen Ereignisse betrachten.

Winkler [Win68] und Swain [Swa92] fassen vier Moglichkeiten der Wahl der Gewichte

zusaminen:

e Alle Gruppenmitglieder erhalten das gleiche Gewicht.
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3. Pooling Methoden

e Die Gewichte sind proportional zur Expertise des Gruppenmitglieds.
e Die Gewichte werden durch scoring rules bestimmt.

e Jedes Gruppenmitglied gewichtet sich selbst.

3.3. Logarithmic Opinion Pool

Eine weitee Pooling-Methode ist der Logarithmic Opinion Pool (LogOP). Im Gegensatz
zum LinOP, der ein gewichtetes arithmetisches Mittel darstellt, ist der LogOP ein gewich-

tetes geometrisches Mittel?

n

[T [pi(2)]"
K(p1(2), -, pn(2)) = ———— (3.3)
> I pi(2)]™

z€Z 1=1

mit den Gewichten w; € [0, 1] und zn: w; = 1. Dass die Gewichte positiv sind und sich zu
Eins aufsummieren ist nicht zwing:;llde Bedingung [Gen86b]. Hier wird sie jedoch gefor-
dert, um Félle wie w; = 0, Vi € {1,...,n} oder andere Gewichte aus zu schielen, bei denen
der Nenner des LogOP Null wird. Zu beachten ist, dass fiir die Schitzungen 0 < p;(z) <1
gilt. Die Gewichte wirken hier exponentiell auf die Meinungen der Gruppenmitglieder ein.
Abbildung 3.2 illustriert anhand eines Beispiels, wie sich die Gewichte auswirken. Die Ge-
wichte haben dabei einen grofieren Einfluss als bei der multiplikativen Verkniipfung mit
der Meinung wie bei einem LinOP. Ein kleineres Gewicht schriankt damit den Einfluss ei-
nes Gruppenmitglieds auf den Konsens stéirker ein. Abbildung 3.3 zeigt das Resultat der
Kombination der lokalen Schatzung beider Agenten aus Beispiel 2.2 mittels eines LogOP.
Als Referenz wurde das Ergebnis einer bayes’schen Fusion iiber ganz Z mit eingezeichnet.
Die Gewichte wurden jeweils auf % gesetzt. Da die Meinungen der Agenten multipliziert
werden, stellt eine Schiatzung der Form p;(A) = 0 ein Veto fir das Ereignis A da. Dies ist
am Beispiel von z!, 26 und 27 in Abbildung 3.3 zu sehen. Dieser Effekt wird oft als Nachteil
des LogOP aufgefasst. Der LogOP kann laut [Win68, Swa92| als natural-conjugate inter-
pretiert werden. Dies kénnen wir uns einfach klar machen: Werden natural-conjungate

Wahrscheinlichkeitsverteilungen der gleichen Familie multipliziert, gehort das Ergebnis

2Hier werden die atomaren Ereignisse der zugrundeliegenden o-Algebra in Bezug auf die Pol betrachtet.
Da der LogOP nicht (wie der LinOP) die Marginalisation Property erfiillt, konnen die nicht-atomaren
Ereignisse A € Z nicht direkt betrachtet werden.
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p(A)"

Abbildung 3.2.: Auswirkung der Gewichte bei einem LogOP
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Abbildung 3.3.: Fusionsergebnis der beiden Agenten aus Beispiel 2.2 mittels eines LogOP
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1.0

| LinOP
O LogOP
O Bayes

p(2)
0.6 0.8
I

0.4

0.2

0.0

1 22 3 4

Abbildung 3.4.: Ein Vergleich zwischen LogOP und LinOP

wieder zu der gleichen Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Gehoren die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder alle der gleichen natural-conjungate Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsverteilung an, dann ist das Ergebnis eines LogOP auch in
der natural-conjungate Familie, da der LogOP die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der

Gruppenmitglieder multipliziert.

Winkler zeigt in [Win68], dass sich das Ergebnis eines natural-conjungate (hier der LogOP)
von dem eines LinOP dadurch unterscheidet, dass die Varianz reduziert wird und dadurch,
dass das Ergebnis der gleichen Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen angehort wie
die Schatzungen der Gruppenmitglieder. Ist die Familie der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Schitzungen der Gruppenmitglieder beispielsweise unimodal?, dann ist das Ergebnis

des LogOP auch unimodal.

Werden zum Beispiel n Normalverteilungen N (u;, 0;) mit Mittelwert p; und Varianz o;

kombiniert, dann ist der LogOP eine Normalverteilung N (ux, 0x) wobei der Mittelwert

3Unimodal bedeutet fiir eine Funktion, dass sie bis zu einem Wert streng monoton steigend und ab
diesem Wert streng monoton fallend ist. Diese Eigenschaft wird auch eingipflig genannt. Sie gilt nur
flir Zustandsrdume auf denen eine Ordnung definiert ist.
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und die Varianz durch

n —1
*
i=1

gegeben sind. Fiir die Gewichten gilt w; = w;/o? [Kas09]. Fiir weitere Beipiele sei auf

[Co091] verwiesen.

Der Unterschied zwischen einem LinOP und einem LogOP ist in 3.4 illustriert. Sowohl
der LinOP als auch der LogOP kombinieren die Ergebnisse der Schéatzungen der beiden
Agenten aus dem Beispiel 2.2. Ebenso ersichtlich ist, dass beim Ergebnis des LogOP drei
Vetos auftreten. Das eine bei 2!, weil Agent; dieses nicht betrachtet und eines bei 25, da
Agent, dort ein Veto einlegt und ein drittes bei 27, das gemeinschaftlich von beiden Agen-
ten gehalten wird. Beim Ergebnis des LinOP bleibt nur das gemeinschaftlich gehaltene

Veto? erhalten.

3.4. Supra-Bayes Ansatz

Der Supra-Bayes’sche (SB) Ansatz wurde von Morris [Mor77] vorgestellt. Dabei werden
die Meinungen der Gruppenmitglieder als Beobachtungen aufgefasst. Dies kann wie folgt

interpretiert werden.

Der Entscheider erstellt einen Likelihood p,41(pi1(2),...,pn(),d|) fir das Ereignis z aus
den Meinungen der Gruppenmitglieder. Er kann nun mittels der bayes’schen Formel sein
Vorwissen mit dem Likelihood zu einer A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung fusio-

nieren. Die Pooling-Methode nimmt dann folgende Form an:

SB(p1,..,pn)(2ld) = pni1(zlpr(2ld), ... pn(z[d), d)

Pry1(P1(2d), - - -, pu(2]d), d|2)pnti(2]d)
Prt1(pr(2ld), .., pu(2]d), d)

< Puy1(pL(2ld), . .., pu(z]d), d|2)pni1(z|d)

(3.4)

Hier sieht der Entscheider zusétzlich zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Grup-

“Diese Eigenschaft wird Zero Preservation Proberty genannt.
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penmitglieder die Beobachtungen d. Dies ermdéglicht, dass eines der Gruppenmitglieder
die Rolle des Entscheiders iibernimmt. Durch das Erstellen des Likelihood ordnet der
Entscheider (das n + 1-te Gruppenmitglied) jedem der n Gruppenmitglieder implizit eine
Glaubwiirdigkeit zu.

Durch die A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung und durch die implizite Gewichtung der
n Gruppenmitglieder kann Vorwissen mit in die Pooling-Methode einfliefen. Die verwen-
deten Daten (die Schiatzungen der Gruppenmitglieder) sind mit Unsicherheit behaftet. Die
Unsicherheit entspricht hier dem Fehler der Schétzungen der Gruppenmitglieder.

Nach Givens et al. [Giv99] und Jacobs [Jac95] ist das erstellen des Likelihoods durch
den Entscheider die grofite Schwierigkeit des SB-Ansatzes. Der Entscheider muss eine
Likelihood der Meinungen der Gruppenmitglieder beziiglich des Ereignisses z erstellen.
Der zu erstellende Likelihood sollte die Korrelation der Schétzungen und die Experti-
se der Gruppenmitglieder beschreiben. Dies ist &hnlich schwierig wie die Wahl der Ge-
wichte w; fir die Pooling-Methoden LinOP und LogOP. Der Entscheider kann zusétz-
lich durch die Wahl seines Vorwissens in Form der A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung
Pn+1(2z) den Gruppenentscheid beeinflussen. Kleine Fehler in der Wahl dieser A-priori-
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und des Likelihood haben groflen Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung des Gruppenentscheids [Giv99)].

Sind die Schitzungen der Gruppenmitglieder bedingt unabhéngig beziiglich z, so kann der
Likelihood nach [DeG91, Gel95] wie folgt erzeugt werden:

pn+1(p1(z|d, oo ,pn(z\d), d‘z) = pn—l—l(pl(z’d)? s ,pn(z|d)|z)

In diesem Fall vereinfacht sich der SB-Ansatz auf:

_ Pri1(p1(2]d), ..., pn(2]d)|2)ppyi1(2)
Prt1(p1(2|d), . . ., pn(2]d))

SB(p1;--.,pn)(2)
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4.1. Allgemeine Eigenschaften

McConway [McC81] und Genest [Gen86b] beschreiben einen axiomatischen Ansatz, bei
dem eine passende Pooling Methode ausgewéhlt wird, indem bestimmt wird, welche Ei-
genschaften von der Pooling-Methode gewiinscht werden. Manche der Eigenschaften tragen
zur Interpretierbarkeit der Ergebnisse bei, andere beschreiben, wie Gewichte gewéhlt wer-
den miissen, damit das Ergebnis sinnvoll bleibt. Dass die Eigenschaften nicht frei wahlbar
sind und sich manchmal gegenseitig ausschliessen, wird anhand von Beschrankungssétzen

gezeigt.

Alle folgenden Aussagen sind unter den Annahme, dass Z mindestens zwei nicht leere und
disjunkte Elemente enthélt, deren Vereinigung eine echte Teilmenge von Z ist [Wag82]. Die
o-Algebra Z heist dann tertidr. Die erste betrachtete Eigenschaft ist die von McConway
in [McC81] vorgestellte Marginalization Property:

Marginalization Property (MP):

K(pl(A)7 "-7pn(A))M = K(pl (A)uv "'apn(A)M)' (4'1)

Die linke Seite dieser Gleichung entspricht der Marginalisierung des Gruppenentscheids
auf die Sub-o-Algebra U von Z. Die rechte Seite entspricht dem Gruppenentscheid der auf
U marginalisierten Wahrscheinlichkeiten. Die MP fordert von der Pooling-Methode, dass
sie mit der Marginalisierung beliebig in der Reihenfolge der Anwendung vertauschbar sein
muss. Wahrend man auf der linken Seite der Gleichung noch alle A € Z betrachtet und
danach auf U marginalisiert, kann man auf der rechten Seite nur die A € U betrachten.
Die rechte Seite impliziert eine Reduktion des Rechenaufwandes, da davon ausgegangen

werden kann, dass |U| << |Z|.
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Details der Marginalisierung werden im Abschnitt 2.4 besprochen.

Um dies auf ein Beispiel aus der Kriminalistik zuriickzufiihren, kann die MP wie folgt
beschrieben werden: Bei einer Ermittlung kann der Degree of Belief (DoB) fiir die Schuld
eines Individuums z durch das Sammeln von Beweisen erhéht oder verringert werden. Am
Ende einer Ermittlung sollte der DoB fiir die Schuld des Téters moglichst nahe an 1 liegen,
damit es zu einer Verurteilung kommt. Soll fiir den Gruppenentscheid der Richter oder
der Jury die MP gelten, dann gilt: Zum Zeitpunkt der Verurteilung darf es keinen Unter-
schied mehr machen, ob das Urteil fiir jedes atomare Element von Z getroffen wurde und
danach diese zu einer sub-o-Algebra marginalisiert wurden oder umgekehrt. Angenommen
in einem Mordprozess gibt es eine Gruppe von Verdachtigen Z = {Eve, Alice, Bob}. Von
einem Ermittler wurden entlastende Beweise fiir Eve gefunden. Bei dem Prozess gentigt
es dem Anwalt von Eve, zu beweisen, dass Alice oder Bob schuldig sind. Dabei ist es egal,
welcher von beiden tatséchlich der Schuldige ist. Was zédhlt ist nur, dass Eve unschuldig
ist. Dies ist eine Marginalisierung auf die o-Algebra erzeugt von {Alice V Bob}. Gilt die
MP dann ist es egal, ob die Ermittler Beweise gegen Alice oder gegen Bob finden oder

Beweise gegen beide.

Eine Pooling-Methode, die nicht die MP erfiillt, hdngt also von den gesammten Schétzun-
gen p;(A),VA € Z und von Z ab und dadurch auch von weiteren Ereignissen zusétzlich zu
A [McC81]. Eine wiinschenswerte Eigenschaft wére, dass der Gruppenentscheid nur von
A € Z und p;(A), A € U abhingt. Dies Forderung wird in der Weak Setwise Function
Property formuliert [McC81, Gen84d].

Weak Setwise Function Property (WSFP):
Es gibt eine Funktion F' so dass gilt:

Die WSFP impliziert, dass der Gruppenentscheid der Schiatzungen p;(A) nur von dem
Wert A € Z und den Schétzungen p;(A) abhéngt. Dies kommt der Anforderung an eine
Jury gleich, unvoreingenommen jeden Angeklagten gerecht! zu behandeln. Genauer be-
deutet das, dass keine zusétzliche Information mit in die Meinungsbildung einflielen darf.

Der endgiiltige Entschluss einer Jury sollte also nur von der Meinung der einzelnen Jury-

!Gerecht soll nicht nur heiflen gleich, sondern auch dem Fall angepasst.
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4.1. Allgemeine Eigenschaften

mitglieder und dem zu beurteilenden Fall abhdngen. Dies ist nicht zu verwechseln mit der
Bildung der Einzelmeinung der Mitglieder der Gruppe. Dabei ist es unmoglich und auch
nicht wiinschenswert, dass die Meinungen und das Vorwissen irgenteines Gruppenmitglieds

nicht in seine Meinungsbildung mit einflieflen.

Pooling-Methoden, die die MP erfiillen, erfiillen auch WSFP. Der GenLinOP (siehe (3.2))
erfiillt also MP und WSFP. Um das Verstdndnis dieser Eigenschaften zu férdern, wird nun
gezeigt, dass MP < WSFP ist.

Satz 1 Die MP ist dquivalent zur WSFP [McC81].

Beweis: Fiir den Beweis muss gezeigt werden, dass gilt:
i WSFP = MP
ii WSFP < MP

Hier ist U die Teilmenge von Z, auf die sich in der lokalen Fusion konzentriert wird. Zu i:
Erfiillt eine Pooling-Methode die Eigenschaft WSFP, ist die Menge der nicht betrachteten
Ereignisse U fiir den Gruppenentscheid bedeutungslos. Spezieller kénnte die Konsensbil-
dung &quivalent beziiglich jeder sub-o-Algebra U C Z durchgefiihrt werden, solange das
Ereignis von Interesse darin enthalten ist. Klar wird dadurch, dass eine Funktion, die
WSFP erfiillt auch MP erfiillt. Es gilt also WSFP = MP.

Zu ii: Angenommen, die Pooling-Methode K erfiillt MP und U C Z. Dann gibt es drei

Fille, die betrachtet werden miissen:

e U = Z: In diesem Fall sind alle Elemente von Z auch in U enthalten. Es gibt keine
Elemente innerhalb U, die nicht relevant fiir den Gruppenentscheid K sein kénnten.
Damit hdngt K nur von A € U und den Wahrscheinlichkeiten p(A), A € U ab.

e U = (): Wird kein Ereignis A € U betrachtet, so kann der Gruppenentscheid auch
nicht davon abhangen. Diese beiden Punkte sind verstandlich, wenn wir uns klar
machen, dass eine Pooling-Methode auf einer Wahrscheinlichkeitsverteilung operiert

und dass ihr Ergebnis wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

e U C Z:TIst U eine echte Teilmenge von Z, dann kann eine o-Algebrald = {(), U, U, Z}
definiert werden. Diese ist die kleinste o-Algebra, in der U enthalten ist. Damit ent-
hélt jede o-Algebra Z*, die U enthéalt, auch Y. Zu beachten ist, dass U alleine von
U definiert wird. Siehe o-Operator in Apendix A. Spezieller ist jede Wahrscheinlich-
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keitsverteilung tiber U durch p;(A), A € U gegeben. Da K die MP erfiillt, gilt nach
Gleichung (4.1):

K70y NA) = K@f .05 )(A), (4.2)

fiir alle Sub-o-Algebren Z* von Z mit A € Z*. Auf der linken Seite der Gleichung
4.2 findet die Marginalisierung auf Z* erst statt, nachdem die Konsensverteilung

iiber ganz Z berechnet wurde. Da nur die A € Z* betrachtet werden, gilt:
K(pi,....pn)(A) = K(pZ',...,p2" )(A), VA € Z*.
Spezieller gilt dies auch fiir die kleinste o-Algebra U, die U enthélt:
K(p1,...,pa)(A) = K@Y, ...,p¥)(A), VA€ U.

Die rechte Seite hiingt nur noch von A € I und py(A)Y,...,p1(A)¥ ab, womit der
Beweis fiir WSFP = MP vollstandig ist. O

Damit ist gezeigt, dass MP dquivalent ist zu WSFP.
Die Eigenschaft (MP oder WSFP) kann noch verstérkt werden. Wird gefordert, dass der
Gruppenentscheid nur noch von den Schétzungen p;(A) abhéngt und nicht mehr von dem

betrachteten Ereignis A, dann heifit die Eigenschaft Strong Setwise Function Property:

Strong Setwise Function Property (SSFP):
Es existiert eine Funktion F': [0,1]x,..., x[0,1] — [0, 1]:
K(p1,..pn)(A) = F(p1(A), ..., pn(A)), VA € Z. (4.3)

Ersichtlich ist, dass die Pooling-Methode nicht von A abhéngen darf, sondern nur noch von
den Schéitzungen p;(A). Dies konnte mit einem Experten verglichen werden, der Spuren
wie Fingerabdriicke oder DNA-Spuren eines Tatortes untersucht. Dabei sollte er sich nur

auf diese Information verlassen, losgelost von dem Fall, um den es sich handelt.

Eine Pooling-Methode die SSFP erfiillt, ist nach [McC81] ein LinOP. Dies wird genauer

in Satz 4 erlautert.

Die Forderung der SSFP ist sehr restriktiv, sie ldsst zum Beispiel nicht die gesamte Klasse

42



4.1. Allgemeine Eigenschaften

von geometrischen Mitteln wie
n
K(p1,-.pn)(A) o< [T pi(A)™,
i=1

zu [Gen87]. Genest [Gen86a, Gen84c| schlédgt eine gelockerte SSFP vor, die geometrische
Mittel zulésst. Dazu ist folgende Erweiterung notig: Das Gleichheitszeichen in Gleichung
(4.3) wird durch ein Proportional-Zeichen ersetzt. Pennock et al. [Pen05] benennt diese

schwéchere Form der SSFP zur Proportional Dependence on States (PDS) um:

K(p1,...,pn)(A) x F(p1(A),...,pn(A4))

Die Proportionalitdtskonstante hdngt dabei nicht von den Elementen von Z ab, aber von
den Wahrscheinlichkeiten der atomaren Elemente aus Z. Die PDS wird von Pennock et
al. als eine ,,Unabhéngigkeit von irrelevanten Ereignissen“ beschrieben. Pooling-Methoden
von der Form der Gleichung (3.3) erfiillen z.B. die PDS, aber nicht die SSFP [Gen84c].

Mit den bisher eingefiihrten Eigenschaften werden die Formen von Pooling-Methoden cha-
rakterisiert. Es wird jedoch nicht ausgesagt, wie die betrachteten Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen p;(z) mit in den Gruppenentscheid einflieBen. Wie der Gruppenentscheid von
den Wahrscheinlichkeitsverteilungen p;(z) beeinflusst werden kann, legen die folgenden

Eigenschaften fest.

Zero Preservation Property (ZPP):

pi(A) = =pu(A) =0= K(p1,...,pa)(A) =0

Wenn alle Gruppenmitglieder der Meinung sind, dass die Auftrittswahrscheinlichkeit des
FEreignisses A € Z gleich Null ist, dann sollte die Pooling-Methode dies auch widerspiegeln
[Ber86]. Nach Genest [Gen84d] wird diese Eigenschaft Zero Preservation Property genannt.
(McConway nennt sie in [McC81] ,,Zero Probability Property*.)

In der Kriminalistik lésst sich die ZPP folgendermaflen interpretieren: Liefert kein Er-
mittler Beweise fiir die Schuld und liefert kein Vorwissen einen Grund fiir die Annahme
der Schuld des Angeklagten, dann sollte dieser nicht verurteilt werden, da der DoB fiir die
Schuld dieses Angeklagten nahe bei Null ist. Die ZPP ergénzt die WSFP so, dass die SSFP
genau dann fiir eine Pooling-Methode gilt, wenn auch die WSFP und die ZPP gelten. Die
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ZPP beschreibt einen Spezialfall der Unanimity.

Unanimity (UNAM):

Pennock et al. formulieren die UNAM in [Pen05] wie folgt:
pi(A) =+ =pn(A) = K(p1,...,pn)(A) = p1(A), VA € Z.

Wenn alle Gruppenmitglieder die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Z erzeugen,
muss die Pooling-Methode die korrespondierende eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung
iibernehmen. Bei einer Jury eines Bundesgerichts der Vereinigten Staaten muss z.B. die
Verurteilung einstimmig erfolgen. Da Jurymitglieder nur zwischen Schuld (p(Schuld) = 1)
und Unschuld (p(Schuld) = 0) entscheiden kénnen, muss die UNAM Eigenschaft erfiillt
sein. Verallgemeinert kann die Einstimmigkeit (deutsch fiir Unanimity) wie folgt formuliert

werden [Sei09] :
1 <pi(A)<co, Vie{l,....n} =c1 < K(p1,...,pn)(A) <o, VAE Z

Die von Pennock et al. beschriebene Einstimmigkeit ist ein Spezialfall mit ¢; = co. Meist
wird auch gefordert, dass ein Jurymitglied nicht den Entscheider so beeinflussen kann, dass
er seine Meinung vollstandig iibernimmt. Diese Forderung wird in der Non Dictatorship

Eigenschaft formuliert.

Non Dictatorship (ND):

ND bedeutet, dass die Pooling-Methode keine Diktatur sein darf. Eine Diktatur ist, wenn
alle Schatzungen der Gruppenmitglieder bis auf eine ignoriert werden. Dies wére bei einem
externen Entscheider, z.B. einem Richter der Fall, der eine Gruppe von Experten einsetzt,
bei seiner Meinungsbildung jedoch alle bis auf einen Experten ignoriert. Pennock et al.
[Pen05] beschreiben dies wie folgt: ,Mit der UNAM wird sichergestellt, dass ein Multi-

Agenten-Problem nicht auf ein Ein-Agenten-Problem reduziert wird.
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Independence Preservation Property (IPP):

Laddaga formuliert in [Lad77] zunédchst die IPP. Pooling-Methoden, welche die IPP erfiil-
len, erhalten die von allen Gruppenmitgliedern einstimmig gehaltenen Unabhéngigkeiten
von Ereignissen [Pen05]. Zwei Ereignisse A, B sind unabhéngig, wenn alle Gruppenmit-
glieder diese als unabhéngig betrachten, so dass fiir alle 7 € {1,...,n} gilt: p;(AN B) =
pi(A)p;(B). Dann ist diese Unabhéngigkeit einstimmig. Wird diese Unabhéngigkeit erhal-
ten, dann gilt nach [Gen87] fiir die Pooling-Methode:

K(pl(A N B)v pn(A N B)) = K(pl, pn)(A)K(pl(B)7 '"pn(B))v

Sind alle Gruppenmitglieder der Meinung, dass das Eintreten des einen Ereignisses nicht
vom Eintreten des anderen beeinflusst wird und umgekehrt, dann fordert die IPP, dass auch
die Konsensverteilung diese Unabhéngigkeiten repréasentiert. Die IPP ist eine Eigenschaft,
die aussagt, wie gut ein Konsens in Ubereinstimmung mit den Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen steht, aus denen er erzeugt wurde. Genest et al. argumentieren in [Gen87] gegen
die Forderung der IPP, indem sie zeigen, dass IPP und WSFP gleichzeitig nur von einer
Diktatur erfiillt werden kénnen, wenn Z mehr als vier Elemente enthélt. In [Pen05] wird
die Aussage auf die PDS erweitert. Diese Erkenntnis wird von Wagner das ,,Unmoglich-
keitstheorem® genannt. Genest et al. [Gen87] diskutieren, dass die Forderung der IPP in
vielen praktischen Anwendungen nicht sinnvoll ist. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn fir
einen externen Entscheider n Experten eine Schitzung iiber die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen zweier Ereignisse A,B abgeben. Dann wird durch die IPP im Fall der einstimmigen
Unabhéngigkeit induziert, dass die zusammengefiihrte Schitzung der n Experten beziig-
lich der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses B sich fiir den Entscheider
nichts andert, wenn A beobachtet wurde und umgekehrt. Beurteilt der Entscheider die
Experten jedoch nach ihrer Leistung bei vorherigen Schitzungen, dann verdndert er unter
Umsténden die Wahrscheinlichkeit fir B, wenn A beobachtet wurde. Daraus folgt, dass
fiir Pooling-Methoden, die die Qualitdt von Experten iterativ beriicksichtigt, die Gewichte
nur fiir abhéngige Ereignisse verdndert werden diirften, da sonst die IPP nicht mehr erfiillt
wére. Pennock et al. definieren in [Pen05] eine Fvent Independence Preservation Property,

bei der nicht wie bei der IPP alle Unabhingigkeiten erhalten bleiben miissen.
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Event Independence Preservation Property (EIPP):

Die EIPP ist fir eine Pooling-Methode erfiillt, wenn fiir alle Elemente A,B der o-Algebra
Z gilt:

pi(A|B) = pi(A), i € {1,...,n} = K(p1(A|B),...,pn(A|B)) = K(p1,--.,pn)(A).

Wenn zwei Ereignisse A, B € U fiir den Experten ¢ unabhéngig von einander sind, gilt
pi(A|B) = pi(A), i € {1,...,n}. Die Ereignisse, die in U enthalten sind, werden von
Pennock et al. [Pen05] primdr genannt. Erfillt eine Pooling-Methode die EIPP, dann
erhélt sie die Unabhangigkeit zwischen Elementen von Interesse aus U. Es miissen nicht alle
Unabhéngigkeiten erhalten werden, sondern nur die direkten zwischen den betrachteten
Elementen von Interesse. Ein Beispiel aus [Pen05] soll verdeutlichen, was Elemente von
Interesse sind: Sei Z = {z1,..., 27}, dann kann die o-Algebra Z tber Z die Elemente
A= 2z3ANzZ;und B = z4 A Z3 V z7 enthalten. Diese Art von Unabhéngigkeit zwischen A
und B wird von der EIPP nicht erhalten, ausser es handelt sich dabei um die Ereignisse

von Interesse.

Pennock et al. zeigen, dass ein LinOP die EIPP nicht erfiillt. Sie r&umen jedoch die Mog-
lichkeit ein, dass die EIPP und die PDS von einer Pooling-Methode erfiillt werden kann,
die keine Diktatur ist.

External Bayesianity (EB):

Madandsky, Genest et al. und Pennock et al. [Mad64, Gen86a, Pen05] definieren eine
Pooling-Methode dann als EB, wenn sie folgende Bedingung erfillt:

p(d|z)p1(2) p(d2)pn(z) | _ pldl2)K(p1, ..., pn)(2)
gzp(dIZ)pl(Z) Y gzp(dIZ)pn(Z) Zgzp(dIZ)K(ph o) (2)

Dabei ist d neue Information, die der Gruppe zur Verfiigung gestellt wird. Der Like-
lihood p(d|z) ist der gemeinsame Likelihood der Gruppe beziiglich der Beobachtungen
d. Dieser Likelihood p(d|z) muss so gewdhlt werden, dass fir alle i € {1,...,n} gilt
0 < Y p(d|2)pi(z) < oo [Gen86a).

EB beschreibt eine Eigenschaft in Bezug auf die Kommutativitdt von Pooling-Methoden
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und die Miteinbeziehung neuer Information mittels bayes’scher Fusion. Wenn die gemein-
same neue Information d in Form des Likelihood p(d|z) verfiigbar ist, kann die Konsens-
verteilung mittels der Bayes’scher Formel aktualisiert werden. Mit dem gleichen Ergebnis
koénnen die einzelnen Gruppenmitglieder vor Berechnung der Konsensverteilung ihre Schét-
zungen individuell aktualisieren. Wird die EB erfiillt, so ist die Reihenfolge von Aktuali-
sierung und Anwendung der Pooling-Methode egal. Externe Bayes’sche Pooling-Methoden
sind eine wichtige Klasse von Pooling-Methoden, die z.B. den Logarithmischen Opinion

Pool enthalt.

Der LogOP erfiillt - im Gegensatz zum LinOP - die EB. Raiffa [Rai70] beschreibt anhand
eines Beispiels, wie eine Gruppe agieren kann, wenn die Pooling-Methode EB nicht erfiillt.
In diesem Beispiel ldsst er die Gruppenmitglieder entweder einen Kompromiss a-priori oder
a-posteriori durchfithren. Sein Beispiel kombiniert die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Gruppenmitglieder mit einem LinOP. Die Ergebnisse der beiden Kompromisse sind un-
terschiedlich, da der LinOP die EB nicht erfiillt. Reiffa kommt zu dem Schluss, dass in

solchen Féllen die Gruppe bessere a-priori die Wahrscheinlichkeitsverteilungen kombiniert.

Eine Pooling-Methode, die EB erfiillt, ist nicht gleich einem SB Ansatz, da eine Supra-
Bayes’sche Pooling-Methode nicht die EB erfiillen muss [Jac95]. Bei einer Pooling-Methode,
welche die EB erfiillt, ist der Gruppenentschluss fiir einen Auflenstehenden ein bayes’scher

Entschluss, unter der Bedingung neuer Beobachtungen.

Relative Propensity Consistency (RPC):

Vorgestellt von Genest, Weerahandi und Zidek in [Gen84a| bedeutet die RPC, dass die
Propensitit? der Verhiltnisse von Schitzungen unter der Pooling-Methode erhalten blei-

ben. Dafiir werden fiir z', 22, 23, 2 € Z zwei Funktionen definiert:

RP(2',2%) = <p1(21) p"(zl)>

pi(z%)" T pa(z?)

und )
K(p1,...,pn)(2")

K(pla s 7pn)(22)

H(Z', 2% =

2Mit der Propensitét wird hier die Tatsache bezeichnet, dass das Verhéltnis nicht umschlégt. Ist beispiels-
weise ein Verhéltnis grofer Eins, dann kann es sich verdndern aber, nicht kleiner Eins werden.
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Die Pooling-Methode K erfiillt die RPC, wenn fiir beliebige Ereignisse 2!, 22,23, 24 € Z
gilt:
RP(z%,2%) > RP(23,2Y) = H(2', 2%) > H(23,2%).

Dabei ist RP(2!,2%) > RP(23, 2*) per Definition dann erfiillt, wenn p’E ; > %(; fiir alle
i € {1,...,n} gilt. Halten alle Gruppenmitglieder ein beliebiges Ereignis 2! fiir mindestens
so wahrscheinlich wie ein anderes Ereignis z?, dann fordert die RPC insbesondere, dass

2! auch nach der Anwendung der Pooling-Methode mindestens so wahrscheinlich wie 22

bleibt.

Im folgenden Abschnitt werden Beziehungen zwischen Eigenschaften von Pooling-Methoden

betrachtet. Diese sind bei der Wahl einer geeigneten Pooling-Methode hilfreich.

4.2. Beschrankungssatze

Nicht alle erstrebenswerten Eigenschaften einer Pooling-Methode konnen in der Regel
gleichzeitig erfiillt werden. Wie in [Pen05, McC81, Gen84d| beschrieben, lassen sich Be-

schrankungssétze herleiten.

Dies Sétze beschrianken die méglichen Pooling-Methoden auf eine bestimmte Klasse von

Pooling-Methoden, welche die geforderten Eigenschaften erfiillt.

Genest zeigt in [Gen84d] folgenden Satz fiir Pooling-Methoden, welche die MP erfiillen:

Satz 2 Ist Z tertidr und gentigt die Pooling-Methode der MP, so handelt es sich um einen
GenLinOP wie bei Gleichung (3.2) beschrieben.

Sind bei einem GenLinOP alle Gewichte Null, dann ist GenLinOP(p1(%2), ...,pn(z)) = R(z)
und damit unabhéngig Von den Schitzungen der Gruppenmitglieder. Sind die Gewichte

nicht negativ und gilt Z w; = 1, so reduziert sich der GenLinOP auf den LinOP (3.1)
[Gen84d]. Wird also dle MP gefordert, dann ist die Pooling-Methode praktisch immer von

der Form (3.2). Genauso impliziert die RPC praktisch immer einen LogOP. Dies zeigt im

wesentlichen der folgende Satz [Gen84al:

Satz 3 Ist Z tertiar und gilt die RPC, dann ist K(p1,...,pn)(2), 2 € Z von folgender

Form:

K(p1,-,00)(2) = Qp1(2), - pal(2))e(2) [ [ pi(2)™,
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mit Gewichten w; > 0. Q und ¢ sind positive Konstanten. Q hdngt von den Schdtzungen

der Ezxperten und c hdngt vom betrachteten Ereignis z ab.

Der Fall, bei dem die Wahrscheinlichkeiten p;(z) den Wert Null annehmen koénnen, wurde
von Genest ausgeschlossen. Genest geht davon aus, dass die Meinungen p;(z) der Grup-

penmitglieder groffer Null sind.

Enthédlt Z genau zwei disjunkte Elemente, dann wird die RPC von einem LinOP erfiillt
[Gen84a).

Genest et al. [Gen84a] stellen fest, dass eine Pooling-Methode, welche die RPC erfiillt,

auch das Dominanz-Prinzip von Schmitt 3 erfiillt.

Die SSFP impliziert praktisch immer einen LinOP, wie der folgende Satz aus [McC81]
zeigt:

Satz 4 Ist Z tertidar und gilt die SSFP, dann ist die Pooling-Methode ein LinOP.

Bei Satz 4 ist zu beachten, dass eine Pooling-Methode eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
als Ergebnis liefern muss. Ist dies nicht der Fall, kénnen auch andere Pooling-Methoden
die SSFP erfiillen.

Werden von einer Pooling-Methode MP und ZPP gefordert, so ist dies dquivalent dazu, die
SSEP zu fordern [McC81]. Aus Satz 4 lisst sich folgern, dass die moéglicherweise vorhan-
denen Gewichte der Pooling-Methode unabhéngig von den betrachteten Ereignisen sein
miissen [Gen84d, McC81]. Dies ist leicht einzusehen, da eine Pooling-Methode, welche die
SSFP erfiillt, nur von den Schéitzungen der Gruppenmitglieder beziiglich des betrachteten

Ereignisses abhéngt, nicht aber von dem betrachteten Ereignis selbst.

Die EB charakterisiert nach [Gen84b] einen LogOP.

Satz 5 Ist Z tertiar und Z abzdhlbar und erfillt die Pooling-Methode EB und eine zur
PDS analoge Variante der WSFP, dann ist sie von der Form:

9(2) T pi(z)™
K(pr,...,pn)(z) = —=L
> 9(2) T1 pi(z)ws

z€Z =1

3Das Dominanz-Prinzip von Schmitt verlangt, dass K(p1,...,pn)(2") > K(p1,...,pn)(2%) wenn p;(z') >
pi(2%),Vie {1,...,n}
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Wobei g : Z — (0,00) eine Likelihood dhnliche Funktion ist und die Gewichte w; nichtne-

gativ sind und zu Fins aufsummieren.

Nach [Gen86a] wird durch die EB und die PDS im kontinuierlichen Fall eine allgemeinere
Form des LogOPs als im Satz 5 charakterisiert. Genest verweist in [Gen86a, Gen84b] fiir
den Fall, dass die vor wie in Satz 5 sind auf [McC78].

Nach Genest [Gen84c| gilt:

Satz 6 Ist Z tertidr und erfillt die Pooling-Methode die SSFP und die EB, dann ist die
Pooling-Methode eine Diktatur.

Nach Satz 4 charakterisiert die SSFP einen LinOP, wenn Z tertidr ist. Soll ein LinOP
in diesem Fall die EB erfiillen, dann sind alle Gewichte bis auf eines gleich Null. Genest
bemerkt in [Gen84c, Gen84b], dass folgender Satz gilt, wenn man die SSFP durch die PDS

ersetzt:
Satz 7 Ist Z tertidr, dann erfillt der LogOP die EB und die PDS.

Fiir den Fall, dass zusétzlich zur SSFP die IPP gefordert wird, gilt laut Genest [Gen84d]
und Wagner [Wag84] der folgender Satz:

Satz 8 Ist Z tertidr und die Pooling-Methode erfillt sowohl die SSFP wie auch die IPP,
dann ist die Pooling-Methode eine Diktatur.

Wird von der Pooling-Methode die IPP und anstatt der SSFP die MP gefordert, wird also
auf die ZPP verzichtet?, dann gilt laut Genest [Gen84d] der folgenden Satz:

Satz 9 Ist Z tertiar und gilt die MP sowie die IPP und gilt nicht die ZPP, dann ist die
Pooling-Methode von der Form (3.2) mit Gewichten w; = 0 und R nimmt Werte aus {0,1}

an.

Damit reduziert sich der GenLinOP (siehe Gleichung (3.2)) auf die Funktion R. R ist eine

beliebige binire® Wahrscheinlichkeitsverteilung {iber Z, unabhingig von den Schéitzungen

“Es gilt, dass die Forderung der SSFP #quivalent zu der Forderung der MP und der ZPP ist [McC81].
Siehe Abschnitt 4.1
SBinar soll hier bedeuten, dass die Funktion nur die Werte Null und Eins annimmt.
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der Gruppenmitglieder. Eine solche Funkion wird dogmatische Funktion genannt. Dies ist

laut Genest kaum eine Verbesserung zu einer Diktatur [Gen84d).

Hier wurde der Satz 3.1 von Genest [Gen84d] zum besseren Verstandnis auf zwei Sétze

aufgeteilt. Dadurch soll klar werden, welche Rolle die ZPP in diesem Fall spielt.

Die Kombination der Eigenschaften SSFP und IPP schrinken also die Wahl der Pooling-
Methode sehr ein. Deshalb werden im folgenden die SSFP durch PDS und die IPP durch
die EIPP ersetzt. Damit kann nach [Pen05] folgender Satz als Abwandlung von Satz 8

interpretiert werden:

Satz 10 Ist Z tertiar und gelten die EIPP und die PDS, dann ezistieren Konstanten

Wi, ..., W, und ¢, so dass die Pooling-Methode folgende Form annimmdt:

K(p1,...,pn)(A) = lz": wipi(A)| +c. (4.4)
=1

Wird zusétzlich zu der EIPP und der PDS noch die UNAM gefordert, dann kann laut

Pennock et al. [Pen05] folgender Satz formuliert werden:

Satz 11 Ist Z tertidr und gilt die EIPP, die PDS und die UNAM, dann handelt es sich
bei der Pooling-Methode um eine Diktatur.

Durch die Konstante ¢ in der Gleichung (4.4) kann die UNAM nicht mehr gelten, auBler
sie ist gleich Null.

In Satz 4 wurde gezeigt, dass die Forderung der SSFP in einem LinOP resultiert. Der Satz
5 zeigt, welche Form einer Pooling-Methode annimmt wenn sie die EB und ein Variante
der PDS erfiillt. Klar ist, dass SSFP und EB nicht gleichzeitig gelten koénnen, aufler bei
einer Diktatur. Die SSFP kann als Kombination der Eigenschaften MP und ZPP interpre-
tiert werden. Fraglich ist nun, welche dieser Eigenschaften in Kombination eine Diktatur
erzwingen. Die EB und die modifizierte PDS zusammen charakterisieen einen LogOP, wel-
cher eine extreme Variante der ZPP erfiillt. Die ZPP wird nicht nur erfiillt, sondern es
geniigt, wenn ein Gruppenmitglied ein Ereignis fiir unmoglich hélt, damit die Konsens-
wahrscheinlichkeitsverteilung dies auch tut. Folglich kann die Inkompatibilitdt nur noch

durch die MP verursacht werden.

Wie in Satz 8 gesehen, kénnen SSFP und IPP gleichzeitig nur von einer Diktatur er-
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fiillt werden. Wird hier die SSFP durch die PDS ersetzt, dann ldsst sich folgender Satz

formulieren [Gen87]:

Satz 12 Ist Z abzdhlbar und enthdlt mindestens fiinf Ereignisse und erfillt die Pooling-
Methode PDS und IPP, dann ist sie von der Form:

Koo pn)(A) = S wipi(A) + ¢
=1

Genest und Wagner zeigen weiterhin, dass, die Pooling-Methode aus Satz 12 eine Diktatur

ist, wenn Z endlich ist.

In diesem Abschnitt wurden die Kombinationen der Eigenschaften von Pooling-Methoden
aus Abschnitt 4.1 betrachtet. Werden die Eigenschaften in Kombinationen von einer
Pooling-Methode gefordert, dann beschranken sie die Auswahl an Pooling-Methoden, er-
leichtern jedoch den Umgang mit ihnen. Pooling-Methoden, die eine gewisse Eigenschaft
erfiillen, kénnen zu einer Klasse zusammengefasst werden. Bei der Konstruktion einer
Pooling-Methode, die fiir eine spezielle Konfiguration geeignet ist, kann anhand der ge-
forderten Eigenschaften die entsprechende Klasse von Pooling-Methoden gewéhlt werden.
Manche Kombinationen von geforderten Eigenschaften erlauben nur noch eine Diktatur

als Pooling-Methode.

Die vorgestellten Beschrankungsséitze zeigen, welche Klasse von Pooling-Methoden welche
Bedingungen erfillt. Der LinOP und externe Bayes’sche Pooling-Methoden - genauer der
LogOP - werden im Folgenden genauer betrachtet. Es soll bestimmt werden, welche Ei-
genschaften erfiillt und welche sinnvollerweise fiir die in Abschnitt 2.3 vorgestellte lokale

Konfiguration gefordert werden sollten.

4.3. Eigenschaften eines LinOP bzw. GenLinOP

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften eines LinOPs besprochen. Jede Eigenschaft
wird daraufhin untersucht, ob sie fiir eine, durch eine Einschrdnkung lokalisierte Konfigu-
ration der bayes’schen Informationsfusion sinnvoll ist. In Situationen, bei denen es einen
Unterschied macht, ob der LinOP ( siehe Gleichung (3.1)) oder der GenLinOP ( siehe
Gleichung (3.2)) betrachtet wird, wird eine Fallunterscheidung gemacht. Da der LinOP
ein Spezialfall des GenLinOP ist, miissen Eigenschaften, die fiir den LinOP nicht gelten,
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Eigenschaft

GenLinOP

MP

V

WSFEFP

vV

\/

\/

SSFP ;
PDS v
v

v

PP
UNAM
ND
IPP
EB
RPC

Tabelle 4.1.: Darstellung der Eigenschaften mit Markierung ob der LinOP/GenLinOP diese Ei-
genschaft erfiillt.

auch fiir den GenLinOP nicht gelten. Umgekehrt gilt: Gelten Eigenschaften fiir den Gen-
LinOP, dann gelten sie auch fiir den LinOP. Die Tabelle 4.1 stellt dar, welche relevanten
Eigenschaften von LinOP und welche vom GenLinOP erfiillt werden. Die Annahme, dass
Z tertiar ist, wird ab jetzt vorausgesetzt, da Probleme, bei denen dies nicht gilt, eine

Lokalisierung als nicht notig erscheinen lassen.

Wie von Genest [Gen84d] bewiesen, charakterisiert die MP einen GenLinOP. Das heifit:
jede Pooling-Methode, welche die MP erfiillt, ist von der Form der Gleichung (3.2). Dies
ist der Grund dafiir, dass der GenLinOP wie in Gleichung (3.1) auf der beliebigen Menge
A € Z beschrieben werden kann, anstatt nur auf solchen Mengen, die nur aus einem

Element bestehen.

So wie die MP einen GenLinOP charakterisiert, charakterisiert die SSFP einen LinOP von
der Form der Gleichung (3.1). Der LinOP erfiillt also die SSFP. Wie McConway [McC81]
gezeigt hat, gilt die SSFP genau dann, wenn die MP und die ZPP fiir eine Pooling-Methode
gelten.

Aus der SSFP folgt, dass die Gewichte w; eines LinOP nicht von dem betrachteten Ereignis

A abhéngen koénnen.
Da der LinOP die SSFP erfiillt, hat er auch die PDS Eigenschaft [Pen05].

Die SSFP kann auf zwei Arten interpretiert werden: Erstens beschreibt sie die Form,
wie der Konsens gebildet werden muss. Der Konsens darf nur von den Meinungen der
Gruppenmitglieder beziiglich des betrachteten Ereignisses abhidngen. Zweitens setzt sich
die SSFP aus der ZPP und der MP zusammen. Gilt fiir eine Pooling-Methode die SSFP,
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Agenty | Agents
21104 0.0
221 0.6 0.6
231 0.0 0.4

Tabelle 4.2.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitglieder mit einer Einstimmigkeit be-
ziiglich der Wahrscheinlichkeit von z2

dann erfillt diese Pooling-Methode auch die MP und die ZPP.

Die Eigenschaft, welche die MP zur SSFP dquivalent macht, ist also die ZPP. Der LinOP
erfiillt die SSFP und damit auch die ZPP [McC81]. Das bedeutet, wenn alle Gruppen-
mitglieder einem Ereignis einen DoB von Null zuordnen, tut dies der Konsens auch. Dies
kénnen wir leicht nachvollziehen: Da alle DoB beziiglich des betrachteten Ereignisses gleich

Null sind, &ndern die Gewichte, ganz egal wie sie gewahlt werden, nichts daran, dass die

Summe der DoB Null ist.

Im Gegensatz dazu gilt die ZPP bei einem GenLinOP nicht immer. Ob der GenLinOP die
ZPP erfillt, hingt davon ab, wie die Gewichte und die Funktion R gewéhlt werden. Hierfiir
ein Beispiel, bei dem die ZPP nicht gilt: Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der beiden
Gruppenmitglieder ist in Tabelle 3.1 dargestellt. Sei R(z1) =0, R(2?) =0 und R(z3) =1
und die Gewichte seien w; = i und wo = %. Zu beachten ist, dass diese Gewichte die
Bedingungen des GenLinOP erfiillen, obwohl sie nicht zu Eins aufsummieren. Dann hat der
GenLinOP folgende Ergebnisse: GenLinOP(p1,p2)(2') = 0.3, GenLinOP(p1, p2)(2?) =
0.2 und GenLinOP(p1,p2)(23) = 0.5. Das Ereignis 2® wird damit nicht mehr als unmdglich
betrachtet. Die einstimmige Wahrscheinlichkeit von p;(2%) = 0 mit i € {1,2} bleibt nicht

erhalten.

Klar ist, dass die UNAM von einem GenLinOP nicht immer erfillt ist, da die ZPP nicht
erfiillt ist.

Der LinOP im Gegenzug erfiillt die UNAM. Sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Gruppenmitglieder gleich, dndert die Anwendung des LinOP diese Wahrscheinlichkeits-
verteilung nicht. Als Erweiterung der UNAM gilt, dass die Einstimmigkeit auch erhalten
bleibt, wenn die Gruppe nur fiir ein z € Z die gleiche Wahrscheinlichkeit bestimmt hat.
Dazu ebenfalls ein Beispiel: Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Agenten werden in
Tabelle 4.2 dargestellt. Seien die Gewichte wy = 0,2 und wo = 0,8. Dann liefert der Li-
nOP: LinOP(py,p2)(2') = 0,08, LinOP(py,p2)(2%) = 0,6 und LinOP(p1, p2)(23) = 0, 32.
Nun folgt ein Beweis, dass der LinOP die UNAM auch fiir einzelne Elemente erfiillt: An-
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Agenty | Agents
211 0.0 0.0
22 10.6 0.6
23104 0.4

Tabelle 4.3.: Beispiel fiir einstimmige Meinungen von zwei Gruppenmitglieder.

genommen alle Gruppenmitglieder haben fiir das Ereignis z die gleiche Wahrscheinlichkeit

p«(2) ermittelt. Der LinOP hat dann folgende Form:
n n
LinOP(p1,...,pn)(2) = Z w;ipi(z) = Z w;ips«(z)
i=1 i=1
ps«(2z) hingt damit nicht mehr von ¢ ab und kann aus der Summe herausgezogen werden.
n
LinOP(p1,...,pn)(2) = p«(2) Z w;
i=1

Da die Gewichte des LinOP zu Eins aufsummieren, gilt:

LinOP(p1,...,pn)(2) = p«(2)

Damit ist klar, dass der LinOP die UNAM auch fiir einzelne Ereignisse erfiillt. [J

Die UNAM ist je nach Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung R und der Gewichte w;
beim GenLinOP nicht immer erfiillt. In Beispiel von Tabelle 4.3 ist dies fiir R(z!) = 1,
R(2%) = 0 und R(z%) = 0 mit den Gewichten w; = 1 und wy = % der Fall. Hier erhélt
man folgendes Ergebnis: GenLinOP(p1,p2)(z') = 0.5, GenLinOP(p1,p2)(2?) = 0.3 und
GenLinOP(p1,p2)(2%) = 0,2. Dabei bleibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Agenten

nicht erhalten.

Ob ein LinOP die ND erfiillt, hdngt von den gewéhlten Gewichten ab. Der LinOP kann wie
in Abschnitt 3.2 besprochen zu einer Diktatur werden, wenn alle Gewichte aufler einem auf
Null gesetzt werden. Dieses eine Gewicht ist dann aufgrund der Bedingung, dass die Ge-
wichte auf Eins aufsummieren, gleich Eins. Damit wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung

des Gruppenmitglieds, dessen Gewicht gleich Eins ist, ohne Anderung iibernommen.

Der GenLinOP kann auf diese Weise ebenfalls zu einer Diktatur werden. Jedoch ist das
nicht die einzige Moglichkeit: Werden die Gewichte alle gleich Null gewahlt, dann diktiert
die Wahrscheinlichkeitsverteilung R.
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Agenty | Agents
21012 0.05
22 10.18 0.05
231 0.28 0.45
241042 0.45

Tabelle 4.4.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern.

Agenty | Agents
A 0.3 0.1

B 0.4 0.5
ANB |0.12 0.05

Tabelle 4.5.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern, wobei A und B unabhéngig
sind.

Wie in Satz 8 beschrieben, erfiillt ein LinOP die IPP nur als Diktatur. Der GenLinOP
ist, wenn er die IPP erfiillt, nach Satz 9 und Satz 8 damit entweder eine Diktatur oder
eine eine dogmatische Funktion. Fiir den LinOP hier ein Beispiel zur Verdeutlichung:

2 23, 2%} betrachtet. Das Ereignis A setze sich aus

In diesem Beispiel wird ein Z = {z!, 2
A = {2, 22} und Ereignis B aus B = {2z}, 23} zusammen. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Ereignisse A und B wurde in Tabelle 4.4 aufgefithrt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Gruppenmitglieder sind in der Tabelle 4.5 dargestellt. Das Ergebnis eines LinOP mit
den Gewichten w; = 3 ist dann fiir p(4) = 0,2 und fiir p(B) = 0,45. Das Pooling-Ergebnis
fiir AN B sollte dann 0,09 sein, fiir diesen LinOP ist es jedoch 0,085. Damit ist klar, dass
der LinOP - mit Ausnahme der Diktatur - die IPP nicht erfiillt. Der GenLinOP erfiillt die

IPP dementsprechend auch nicht.

Pennock und Wellman [Pen05] zeigen, dass der LinOP die EIPP ebenfalls nicht erfiillt.
Auch die direkten Unabhéngigkeiten zwischen den Ereignissen von Interesse bleiben also

nicht erhalten.

Wie im Satz 6 gezeigt, konnen die Eigenschaften £B und SSFP gemeinsam nur von einer
Diktatur erfiillt werden. Da jeder LinOP die SSFP erfiillt, kann ein LinOP nur als Diktatur
die EB erfiillen.

Satz 3 zeigt, dass der LinOP die RPC nur dann erfiillt, wenn genau zwei disjunkte Er-
eignisse in Z enthalten sind [Gen84al]. Da hier Z als tertidr angenommen wird, erfiillt der
LinOP die RPC nicht.
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p(2) | Agenty | Agenty
21 0.2 0.3
2 0.4 0.1
23 0.4 0.6

Tabelle 4.6.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern

4.3.1. Wertung der Eigenschaften eines LinOP und GenLinOP fiir die
lokale Bayes’sche Fusion

In dieser Arbeit werden zwei Arten der Lokalisierung betrachtet: dieEinschrinkung aus
Abschnitt 2.3 und die Marginalisierung aus Abschnitt 2.4. Eine Eigenschaft wie die MP
fiir die Marginalisierung kann auch fiir die Einschrankung formuliert werden. Dabei wird
gefordert, dass die Pooling-Methode das gleiche Ergebnis liefert, egal ob vor ihrer Anwen-
dung eingeschréankt wurde oder danach. Dass diese Eigenschaft fiir einen LinOP nicht gilt,

soll anhand eines Beispiels verdeutlicht werden:

Es werden zwei Gruppenmitglieder betrachtet. Es muss das gleiche Ergebnis folgen, wenn
zuerst die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder mittels eines LinOP
berechnet und dann auf ein U C Z eingeschrankt wird oder umgekehrt. Fiir zwei Grup-
penmitglieder und Z = {z!,22,23}, U := {z',2%} mit den Gewichten wy = wy = 3
seien die Meinungen der Gruppenmitglieder wie in Tabelle 4.6 dargestellt. Wird zuerst
der LinOP berechnet und dann eingeschrankt, so erhilt man die Wahrscheinlichkeiten
p(z'|U) = % und p(z*|U) = L. Kombiniert man jedoch die eingeschriinkten Verteilun-
gen mittels eines LinOP, dann ergibt sich folgendes Resultat: LinOP(p1, p2)(2!|U) = 33
und LinOP(py,p2)(22|U) = %. Dadurch ist klar, dass die Einschrankung nicht mit der

Anwendung der Pooling-Methode vertauschbar ist.

Die Lokalisierung findet in der hier vorgestellten Konfiguration schon im Vorfeld durch ei-
ne Vorverarbeitung satt. Wahrend der Bayes’schen Fusion werden alle Ereignisse inif C Z
betrachtet. Die Frage der Reihenfolge der Lokalisierung und der Kombination der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder stellt sich daher nicht mehr. Die MP
muss von einer Pooling-Methode, die hier verwendet werden soll, also nicht erfiillt werden.
Wie French in [Fre85] richtig beobachtet, kann die MP als nicht wiinschenswert betrachtet
werden. Sind die Gruppenmitglieder beispielsweise Experten auf verschiedenen Fachgebie-
ten, so kann es sinnvoll sein, wenn ein Experte auf der sub-o-Algebra seiner Expertise

ein hoheres Gewicht erhélt als auf den restlichen betrachteten Ereignissen. Dies verhin-
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dert jedoch die MP. Die MP kann auch als positive Eigenschaft fiir den verteilten lokalen
Kontext interpretiert werden. Sie ermoglicht, dass die Pooling-Methode auf Ereignissen

berechnet werden kann, ohne das die atomaren Ereignisse betrachtet werden miissen.

Die SSFP hat fiir die lokale Bayes’sche Fusion keine besondere Bedeutung. Generell ist
die SSFP eine gute Eigenschaft fiir die Berechenbarkeit, da zur Berechnung des Poo-
lingergebnisses nur die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder beziiglich
des betrachtete Ereignis bekannt sein muss. Es gibt also keine Abhéngigkeit zu anderen
Ereignissen. Des Weiteren schrankt die Forderung der SSFP an eine Pooling-Methode,
kombiniert mit der Forderung, dass das Ergebnis der Pooling-Methode eine Wahrschein-
lichkeit ist, die Wahl der zuléssigen Pooling-Methoden auf einen LinOP ein. Kann auf
eine Normalisierung verzichtet werden, dann kann beispielsweise ein nicht normalisierter
LogOP (nnLogOP) die SSFP erfiillen. Der nnLogOP hat die Form:

nnLogOP(pr. ... pn)(=) = [[ pi(2)" (45)
=1

Je nachdem, wie die Konsenswahrscheinlichkeitsverteilung weiter verwendet wird, kann
dies sinnvoll sein. Soll beispielsweise das wahrscheinlichste Ereignis gefunden werden, kann

auf die Normierung verzichtet werden.

Da bei der lokalen Bayes’schen Fusion mit einer Einschrankung als Lokalisierung die Wahr-
scheinlichkeit der Ereignisse auflerhalb von U von allen Gruppenmitgliedern auf Null ge-
setzt wird, sollte auch der Konsens der Ereignissen, die von keinem Agenten betrachtet
wurden, die Wahrscheinlichkeit Null zuordnen. Die ZPP ist also fiir den lokalen bayes’schen
Fusionsansatz notwendig, wenn in der verwendeten Konfiguration durch eine Einschran-
kung lokalisiert wurde. Fiir die lokale Konfiguration, bei der die U; eine Partitionierung
von U sind, ist die UNAM nicht von Bedeutung, da jedes z € U genau von einem Grup-
penmitglied betrachtet wird.

Die UNAM wird dann wichtig, wenn alle Gruppenmitglieder die gleichen Ereignisse be-
trachten. Dann kénnte es vorkommen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Grup-
penmitglieder gleich sind. Damit ist die Voraussetzung der UNAM erfiillt. Fiir eine lokale
Fusion, bei der nicht alle Gruppenmitglieder die gleichen Ereignisse betrachten, wird die
Voraussetzung der UNAM nicht erfiillt. Wird durch eine Einschrinkung lokalisiert, dann
sind die lokalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder verzerrt. In die-

sem Fall ist die UNAM nicht wiinschenswert, da dies bedeuten wiirde, dass die Verzer-
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rung auch im Konsens noch enthalten ist. Stattdessen ist es erwiinscht, dass die Pooling-
Methode diese Verzerrung aufhebt. Fiir den Fall, in dem durch eine Marginalisierung loka-
lisiert wird, ist die Forderung der UNAM sinnvoll, da die lokalen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Gruppenmitglieder nicht verzerrt sind. Betrachten zwei Gruppenmitglieder
das gleiche Ereignis, miissen sie diesem Ereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnen,
wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Gruppenmitglieder objektiv sind. Diese sollte

dann auch so durch den Konsens reprasentiert werden.

Die ND ist eine Anforderung an die Gewichte eines LinOP. Bei einer lokalen Konfiguration
werden bei einer Diktatur alle Ereignisse ignoriert, die nicht von dem Gruppenmitglied
betrachtet wurden, dessen Meinung das Gewicht Eins erhalten hat. Dies kommt einer
Einschrinkung auf den betrachteten Bereich U; des Diktators i gleich. Dadurch werden

alle Ereignisse in U; als unmoglich angenommen.

Bei einem lokalen Ansatz, bei dem der Schnitt der U; leer ist, kann es keine gemein-
schaftlich gehaltenen Unabhéngigkeiten geben. Daher ist das Nichterhalten dieser, also
der Verstof} gegen die IPP des LinOP, in diesem Fall kein Nachteil. Diese Erkenntnis lésst
jedoch eine Wertung des Pooling-Ergebnisses zu, denn das Ergebnis des LinOP erhélt die

Beziehungen zwischen den betrachteten Ereignissen nicht.

Fiir eine lokale Fusion sind Pooling-Methoden interessant, die EB erfiillen, da die Gewichte
wie folgt gewdhlt werden kénnen: Durch die Einschriankung verzerrt jedes Gruppenmit-
glied seine lokale A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung um den Faktor m. Die
Gruppenmitglieder betrachten dabei disjunkte U;. Um diesen Faktor auszugleichen, kénn-
ten die Gewichte beim LinOP w; = p(U;|d) gewahlt werden. Damit wére das Ergebnis

unverzerrt. Es gilt:

1izevy) d) - 1peu,)
R )= ) = 3o ) = 8t

(4.6)

Wird nun gekiirzt, erhdlt man die Summe der unverzerrten Wahrscheinlichkeiten. Der
Verzerrung, die durch die Einschriankung auf die Bereiche U; entstanden ist, wurde mit

den Gewichten w; = p(U;|d) entgegengewirkt.

Wiinschenswert ist also, die Gewichte w; = p(U;|d) zu wéahlen. Die Berechnungen dafiir
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Eigenschaft | LogOP
MP
WSFP
SSFP
PDS
ZPP
UNAM
ND
IPP
EB V
RPC vV

<<=

Tabelle 4.7.: Darstellung der Eigenschaften mit Markierung, ob der LogOP diese Eigenschaft
erfiillt.

sind jedoch aufwendig. p(U;|d) berechnet sich wie folgt:

p(d|U:)p(U:)

Wenn die dargestellte Pooling-Methode die EB erfiillen wiirde, kénnte man die Gewichte

schon vor der eigentlichen Fusion festlegen, ohne das Ergebnis zu verédndern.

p(U;) = Z p(2)
zeU;
Da die Gewichte nicht mehr nach den Beobachtungen bedingt werden, reduziert sich

der Aufwand, der entsteht, um die Gewichte zu wihlen. Die Berechnung von p(d) =

j:
Fusion mit einer Einschriankung als Lokalisierung eine optimale Wahl der Gewichte ermog-

licht.

> p(d|U;)p(U;) und von p(d|U;) fallen weg. So wiirde fiir den Fall einer lokalen Bayes’schen
1

Fiir eine lokale Konfiguration ist die RPC nicht bedeutsam. Damit die RPC in einer
lokalen Konfiguration von Bedeutung ist, miissen alle Gruppenmitglieder mindestens ein

Ereignisse gemeinsam betrachten. Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht der Fall.

4.4. Eigenschaften eines LogOP

In nachstehender Tabelle 4.7 wird zur Ubersicht dargestellt, welche der in Kapitel 4.1
vorgestellten Eigenschaften ein LogOP erfiillt.
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Der LogOP erfiillt die Eigenschaft MP nicht. Wie in Satz 2 gezeigt wird, impliziert die
MP einen GenLinOP (siehe Gleichung (3.2)) wenn Z tertiér ist. Da der LogOP nicht zu
dieser Klasse von Pooling-Methoden gehort, erfiillt er auch nicht die MP.

Der LogOP erfiillt nicht die SSFP. Wie in Satz 4 gezeigt, impliziert die SSFP einen LinOP
wenn Z tertidr ist. Wird jedoch auf die Normalisierung (den Nenner des LogOP) verzichtet,
dann erfiillt dieser nnLogOP (siehe Gleichung (4.5)) die SSFP. Damit erfiillt der nnLogOP
auch die MP und die ZPP [McC81]. Hinzu kommt, dass Satz 1 ebenfalls gilt, und der
nnLogOP dadurch auch die WSFP erfiillt.

Der LogOP erfiillt die PDS [Gen84b, Pen05]. Durch die Proportionalitit, welche die PDS
von der SSFP unterscheidet, wird die Normalisierung des LogOP, welche das Erfiillen der
SSFP verhindert hat, wieder moglich. Die Proportionalitdtskonstante der PDS ist dabei
der Nenner des LogOP.

Der LogOP erfiillt die ZPP auf eine drastische Weise. Wenn beim LogOP nur ein Grup-
penmitglied die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit Null einschéatzt, wird die Wahr-
scheinlichkeit des Konsens fiir dieses Ereignis gleich Null. Damit ist klar, dass der Konsens
auch gleich Null ist, wenn alle Gruppenmitglieder die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

mit Null einschatzen.

Der LogOP erfiillt die UNAM [Pen05]. Dies kénnen wir leicht nachvollziehen: Durch die
Rechenregel der Multiplikation fiir Potenzen gilt: a® - a” = a*'". Sind die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen aller Gruppenmitglieder gleich, dann hat der LogOP folgende Form:

LogOP(py,...,pn)(2) = ——f——, 2€ Z
> I pi(z)w

z€Z i=1

Da die Gewichte des LogOP zu Eins aufsummieren, gilt:

> 1
LogOP(p1,...,pn)(2) = Z%

z2€Z

Im Nenner werden die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse in ganz Z aufsummiert. Diese
Summe muss wegen der Figenschaften einer Wahrscheinlichkeit gleich Eins sein. Daraus
folgt:

LogOP(pi,...,pn)(2) =pi1(2), V2 € Z
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p(2) | Agenty | Agenty
P 0.2 0.1
22 0.5 0.5
23 0.3 0.4

Tabelle 4.8.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern, wobei eine Einstimmigkeit
bei 22 auftritt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des ersten Gruppenmitglieds kann durch die eines Belie-
bigen Gruppenmitglieds ersetzt werden, da alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen identisch
sind. Da der LogOP jedoch die SSFP nicht erfiillt, erhélt er die einheitlich gehaltene

Wahrscheinlichkeit fiir einzelne Ereignisse nicht. Dazu hier ein Beispiel:

Zwei Gruppenmitglieder Agent; und Agents betrachten ein Z = {z!, 22, 23} aus drei Ele-
mentarereignissen. Die Gewichte des LogOP sind w; = %,i € {1,2}. Die Agenten ordnen
den Ereignissen die Wahrscheinlichkeiten wie in Tabelle 4.8 zu. Das Ergebnis des LogOP
fiir das Ereignis 22 ist: LogOP(z?) ~ 0,5062. Dies ist ungleich der gemeinsam gehalte-
nen Wahrscheinlichkeit p;(22) = %,i € {1,2} der Gruppenmitglieder fiir das Ereignis 22.
Der LogOP erhailt also die einheitlich gehaltene Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir einzelne

Ereignisse nicht.

Wie beim LinOP héngt beim LogOP das Erfiillen der ND von den Gewichten ab. Werden
alle Gewichte bis auf eines auf Null gesetzt, wird der Konsens von dem Gruppenmit-
glied diktiert, dessen Gewicht nicht Null ist. Dies kénnen wir uns leicht klar machen:
Das Potenzgesetz fiir Null besagt: a’ = 1 Va € R. Damit sehen wir, dass alle gewichteten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder, die nicht vom Diktator sind, Eins

ergeben und somit das Ergebnis des Produktes nicht verédndern.

Der LogOP erfiillt nicht die IPP. Dies soll nun bewiesen werden: Annahme ist, dass zwei
Ereignisse A, B fiir alles Gruppenmitglieder unabhéngig sind. Tabelle 4.9 stellt dabei die

Meinungen der Gruppenmitglieder fiir Z = {z!, 22, 23, 2% 2%} dar. Sei A = {2!,2?} und

Agenty | Agents
21 10.36 0.25
221024 0.25
23 10.24 0.25
241 0.1 0.2
2° | 0.06 0.05

Tabelle 4.9.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern.
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4.4. Eigenschaften eines LogOP

LogOP(p1,p2)(2)
0.3042

0.2484
0.2484
0.1434
0.0555

O W W N

ESI RSN IR 3 IR RN

Tabelle 4.10.: Ergebnis des LogOP.

A = {z!, 23} unabhiingige Ereignisse. Wird nun ein LogOP mit den Gewichte w; = % fir Z
berechnet, liefert der LogOP Ergebnisse wie in Tabelle 4.10 dargestellt. Die Ergebnisse von
Aund B sind dann LogOP(p1, p2)(A) = LogOP(p1,p2)(2")+LogOP(p1, p2)(2?) =~ 0, 5526
und LogOP(p1,p2)(B) = LogOP(p1,p2)(2') + LogOP(p1, p2)(23) =~ 0, 5526. Das Ergebnis
fir AN B ist dann LogOP(p1,p2)(AN B) = LogOP(p1,p2)(2!) ~ 0.3042. Dies entspricht
jedoch nicht LogOP(p1,p2)(A) - LogOP(p1,p2)(B) =~ 0.3054. Somit ist gezeigt, dass der
LogOP ist IPP nicht erfiillt.

Das der LogOP die EB erfiillt, soll nun Bewiesen werden:

n
LogOP(p1,...,pn)(z]d) H pi(z|d)™
"=! Fusion vor der Kombination der Meinungen

Wegen des Satzes von Bayes gilt dann:

LogOP(p1,...,pn)(z ﬁ{ pi(d )| )}

=1
_ o]
LLII pi(d

p(d\Z)“’"]
"]

Da p;(d) nicht von z abhéngt, kann es als Proportionalitdtskonstante aus der Gleichung

genommen werden:

n

LogOP(p1,...,pn)(2]d) o [Hm(@“"’] : [ﬁp(dIZ)w’]
i=1 i=1

n

n Z w;
- [H pz-(z)wi] p(d)2)

i=1
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4. FEigenschaften von Pooling Methoden

Da die Gewichte des LogOP zu Eins aufsummieren, gilt:

LogOP(p1,...,pn)(2|d) o [sz ] p(d|z)

o LogOP(pu,...,pn)(2)p(d|2)

Fusion nach der Kombination der Meinungen

Damit ist gezeigt, dass der LogOP die EB erfullt.

Der LogOP erfiillt die RPC. Dies soll nun bewiesen werden: Gilt zi(—zl) > BilZ) vy ¢

i(22) = pi(z?)
{1,...,n} fiir Ereignisse z', 22, 23, 2* aus Z, dann gilt auch:
H pz Zl H pz 23
i= 1p2 i= lpZ

Da die Gewichte des LogOP alles positiv sind &ndern sie nichts an der Ungleichung:

pi(z*)

w; n

-1l

T pi(zt)
|5

Dies kann nun wie folgt umgeformt werden:

s L [eE ] o) pi(RP)
g [p2(22)] > z:l_[l lpi(24)] = gpi(ZQ)wi > izl_[lpi(z4)wi
ﬁlpi(zl)“” ﬁlpi(z?’)“”

& 5 > 5
1:11 pi(22)wi -H1 pi(z4)w:

—~
N
—
~—

- LogOP(pi,....pn)(#°)
(22) = LogOP(p1,....pn)(z*)

|
Q| QO
Q<
QIO
el g~
SRS
= sl
I

Damit ist gezeigt, dass der LogOP die RPC erfiillt.

4.4.1. Wertung der Eigenschaften eines LogOP fiir die lokale Bayes’sche
Fusion

Der LogOP liefert in einer lokalen Konfiguration mit einer Einschréankung als Lokalisierung
im Allgemeinen kein sinnvolles Ergebnis. Dies liegt daran, dass jedes Gruppenmitglied die
Wahrscheinlichkeit fiir die Menge der Ereignisse auflerhalb des betrachteten U; auf Null

setzt. Jedes Gruppenmitglied erhebt immer dann ein Veto, wenn das betrachtete Ereignis
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4.5. Analyse des Supra-Bayes Ansatzes fiir die lokale Bayes’sche Fusion

nicht in dem von ihm betrachteten U; liegt. Ist der Schnitt der U; leer, dann ist das
Ergebnis des LogOP immer Null. Damit macht der LogOP nur Sinn, wenn alle Agenten
die selben Ereignisse betrachten, oder eine andere Art der Lokalisierung wie beispielsweise

einer Einschrankung mit Zusatzwissen gewahlt wird.

4.5. Analyse des Supra-Bayes Ansatzes fiir die lokale
Bayes’sche Fusion

Wie French [Fre85] argumentiert, ist der SB Ansatz eine der Losungen des hier betrachte-
ten Problems, welches darin besteht, die Meinungen der Gruppenmitglieder zu verschmel-
zen. Wenn der Bayes’sche Ansatz nicht nur zur Vereinigung des a-priori Wissens mit
dem Likelihood der Beobachtungen zu der A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung der
einzelnen Gruppenmitglieder verwendet wird, sondern auch bei einem Gruppenentscheid

eingesetzt werden soll, dann ist der SB Ansatz eine konsistente Wahl.

Der Entscheider kann mittels des Likelihood pyt1(p1(2|d),...,pn(2|d),d|z) und seinem
Vorwissen py,+1(z) beeinflussen, wie sich der Konsens der Gruppe zusammensetzt. Mit dem
Likelihood kann der Entscheider die Gruppenmitglieder bewerten. Dies ist ein &hnliches
Problem wie bei der Wahl der Gewichte des LinOP und LogOP.

Zur Vereinfachung soll hier angenommen werden, dass das Entscheider die Beobachtungen
d nicht kennt. Er hat als Entscheidungsgrundlage also nur die Meinungen der Gruppen-
mitglieder und das betrachtet Ereignis. Das Vorwissen des Entscheiders kann als nicht-
informativ angenommen werden. Damit steht dem Entscheider keine zusétzliche Infor-
mation zu Verfligung. Der Entscheider ist in diesem Fall keine Instanz mit zusétzlichem
Wissen, welche die Gruppenmitglieder bewerten oder das Vorwissen erweitern kénnte. Die
Annahme des nicht-informativen Vorwissens ist beispielsweise dann sinnvoll, wenn der
Entscheider virtuell ist. Beispielsweise konnte ein Gruppenmitglied oder die ganze Gruppe

die Rolle des Entscheiders tibernehmen.

Es kann beispielsweise angenommen werden, dass die Meinungen der Gruppenmitglieder
bedingt unabhéngig sind. In diesem Fall kann der Likelihood z.B. so gewéhlt werden (siehe
Abschnitt 3.4):

Prs1(p1(2]d), ..., pa(2ld)|2) = [] pi(zld)
i=1
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4. FEigenschaften von Pooling Methoden

Mit diesem Likelihood enthélt sich der Entscheider bei der Bewertung der Gruppenmitglie-
der und tibernimmt deren Meinungen ohne sie zu gewichten. Diese Wahl des Likelihood
ist dann Sinnvoll, wenn der Entscheider keine Information dariiber besitzt, wie er die

Gruppenmitglieder gewichten sollte. Der SB hat mit diesem Likelihood die Form:

_ Pas1(pr(2ld), - - pa(2[d)|2)Pny1(2)
pn+1(p1(z|d)7 s 7pn(z|d))

SB(p1,.-.,0n)(2)

Damit wird die Annahme gemacht, dass der Entscheider nur die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der Gruppenmitglieder kennt. Sein Pooling ist damit nicht von den Beobachtungen
beeinflusst. Wegen der Annahme das die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppen-

mitglieder bedingt unabhéngig sind, kann der SB-Ansatz weiter vereinfacht werden:

n
SB(p1, .- pn)(2) < [ ] pas1 (pi(2[d) |2)pnsa (2)
i=1
Hat der Entscheider ein nicht-informatives Vorwissen und kann die Beobachtungen nicht
verwenden, dann sollte er die Gruppenmitlieder auch nicht bewerten. Damit vereinfacht

sich der SB-Ansatz auf: .
SB(p1,.--,pn)(2) x Hpi(z|d)
i=1

Das Ergebnis des SB-Ansatz hingt stark mit der Wahl des Likelihood und des Vorwissens
des Entscheiders ab.

Um fir Probleme in der Praxis einen Likelihood zu bestimmen, wird eine (bei frequentisti-
scher Betrachtungsweise) ausreichend grofie Menge von Beobachtungen benétigt. Beim SB
Ansatz sind die Beobachtungen (die Daten) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grup-
penmitglieder. Diese Beobachtungen konnen beispielsweise durch Experimente erzeugt

werden. Der Aufwand kann abhéngig von der Aufgabe jedoch sehr hoch sein.
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5. Losungsvorschlage fiir die lokale

Bayes’sche Fusion

In Kapitel 3 wurden drei verschiedene Pooling-Methoden betrachtet. Diese Pooling-Me-
tho den entstammen der Entscheidungstheorie und wurden hier fiir eine Anwendung in
einer verteilten lokalen Konfiguration genutzt. Durch die Lokalisierung ist die Anwendung
dieser Pooling-Methoden nicht mehr intuitiv nachvollziehbar. Der Begriff eines Konsens
wurde in dieser Arbeit mit einer anderen Bedeutung belegt. Einen Konsens zu finden
bedeutet in einer Gruppe, welche eine verteilte lokale Fusion bearbeitet, dass eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung iiber alle betrachteten Bereiche U; gefunden wird, so dass die lo-
kalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder moglichst gut représentiert
werden. Dabei sollte diese Wahrscheinlichkeitsverteilung moéglichst identisch einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung sein, die durch einen nicht verteilte und nicht lokale Bayes’sche
Informationsfusion entstanden wéare. Wie diese Methoden aus der Entscheidungstheorie

zu dem Problem der lokalen Bayes’schen Fusion passen, soll nun erértert werden.

Der grundlegende Unterschied in beiden betrachteten Konfigurationen ist, ob auf U bzw.

die U; eingeschrankt, oder ob zur Lokalisierung vergrobert wird.

5.1. Globales a-priori-Wissen

Liegt das a-priori-Wissen global vor, dann ist p(z) bekannt. Ein p(z) wird nicht-informatives
Vorwissen genannt, wenn gilt: p(z) = ﬁ Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung

kann somit bis auf einen Proportionalitdtsfaktor lokal berechnet werden:

pi(z|d) < p(d|2)p(z), z € U;.
—_——

=:pp" (2|d)
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

Nun kénnen diese nicht normalisierten Ergebnisse der Gruppenmitglieder vereint werden.
Dazu werden diese p'"(z|d) ohne zu normalisieren iibernommen. Erst das gesamte Ergeb-
nis iiber ganz U wird dann normalisiert, so dass wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
entsteht. Dies ergibt eine beziiglich U unverzerrte Lésung. Dass mehrere Gruppenmitglie-
der einen gleichen Bereich ansehen ist kein Problem, da sie dort auf die gleichen Ergebnisse

kommen.

Die Forderung, dass die Gruppenmitglieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung als Ergeb-
nis ihrer Fusion erzeugen, macht eine andere Kombination notig. Dazu kann p}"(z|d) wie

folgt verwendet werden:

p(Uild,U) o< > pi™(2|d)
zeU;

berechnet werden. Die Gruppenmitglieder miissen dabei, zusétzlich zu der von ihnen er-
stellen Wahrscheinlichkeitsverteilung, p(U;|d, U) mit liefern. Diese p(U;|d,U) eignen sich
gut als Gewichte fiir einen LinOP. Mit diesen Gewichten liefert der LinOP eine Losung

die im Bezug auf U unverzerrt ist.

In den meisten Féllen ist jedoch p(z) nicht bekannt und es muss eine andere Methodik
gesucht werden, diese Gewichte zu bestimmen. In [San08] wird eine weitere Losungsmog-

lichkeit vorgeschlagen: Eine gemeinsame Referenz.

5.2. Gemeinsame Referenz

Eine gemeinsame Referenz ist eine Menge R C Z, die in allen Umgebungen U; enthalten
ist. Ist dies nicht der Fall, kann ein beliebiges Ereignis 2" € U allen U; hinzugefiigt werden.
Dieses dient als gemeinsame Referenz. Von nun an wird diese Referenz mit R bezeichnet
bzw. 2", wenn es sich um ein Elementarereignis handelt. Wie in [San08] beschrieben, kann
durch eine gemeinsame Referenz der Schéitzfehler der Gruppenmitglieder in ein Verhéltnis
zueinander gebracht werden. Ohne globales Vorwissen p(z) sieht die Fusion eines Grup-

penmitglieds wie folgt aus:
pi(z|d) o< p(d[2)pi(z).

Im Fall der Einschrankung ist > p;(z) = 1. Ist p;(z) ein nicht-informatives Vorwissen
zeU;

dann ist p;(z) = ﬁ, da das Gruppenmitglied als Vorwissen lediglich die Bedingung z € U;

nutzt. Die hierdurch entstandene Einschrankung hat die Umverteilung der Wahrscheinlich-
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5.2. Gemeinsame Referenz

keitsmasse auf U; zur Folge. Dadurch kann nicht wie bei globalem Vorwissen p(U;|d,U) als
Gewicht fiir die Pooling-Methode verwendet werden, (siehe Abschnitt 5.1). Um dennoch
eine Aussage beziiglich U treffen zu kénnen, kann die gemeinsame Referenz verwendet

werden.

Es gilt:

Die Verzerrung der Wahrscheinlichkeitfiir z” ist damit repréasentativ fiir ganz U;. Es gilt:

p(2"|d)

s o Pi'd) _ piiay _ p(Ujld)
erha nlS(Z,]) pj(ZT|d) p(z’"“d) p(Ui\d) ( )
p(Ujld)

Dabei ist ¢ beliebig, aber fest und j = 1,...,n. Somit ldsst sich die auf U := [LJ Ui\ {z"}
i=1

eingeschriankt A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung p*(z|d) = 11; ((5‘&)) berechnen. Falls

UinUg,=2"j,ke{l,...,n}, so gilt:

p*(z|d) x Z Verhaltnis(i, j)p;(2|d)
j=1

Um diese Idee zu verdeutlichen, wird hier ein Beispiel betrachtet: Fiinf Agenten betrach-
ten fiinf nicht disjunkte Mengen von Ereignissen. Es wurde eine gemeinsame Referenz 2"
bestimmt, die in U liegt (hier ist dies z'). Jeder Agent bekommt zu seinem U; die gemein-
same Referenz hinzugefiigt. Der Agent betrachtet die Referenz wie jedes andere Ereignis.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Agenten werden danach, wie oben beschrieben,
mit dem Verhéltnis(i,j) gewichtet. Dabei ist 7 gleich Eins gewahlt worden. Alle Meinungen
der Gruppenmitglieder werden also mit dem des ersten Gruppenmitglieds ins Verhélt-
nis gesetzt. Das Ergebnis eines LinOP ohne die Gewichtung durch die oben beschrieben
Verhéltnisse, sondern mit gleichen Gewichte fiir alle Gruppenmitglieder, sieht wie in Ab-
bildung 5.1 aus. Die gemeinsame Referenz wurde von den Gruppenmitgliedern lokal wie
in Abbildung 5.2 bewertet.

Abbildung 5.3 zeigt das Ergebnis der Gewichtung der Agenten mittels dem aus der gemein-
samen Referenz entstandenen Verhéltnisse (siehe (5.1)). Das Ergebnis dieser Gewichtung
wurde Normalisiert, damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung entsteht. Die in Abbildung

5.3 dargestellt Ergebnis ist gleich dem einer Informationsfusion mit einer Einschrinkung
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5. Lésungsvorschlége fiir die lokale Bayes’sche Fusion

m Agent;
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Abbildung 5.1.: Ergebnis eines LinOP mit gleichen Gewichten fiir alle Gruppenmitglieder.
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Abbildung 5.2.: Die Wahrscheinlichkeiten der Referenz (z!), die alle Gruppenmitglieder be-
trachten.
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5.3. Weitere Verfahren

m Agent;
m Agents
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Abbildung 5.3.: Ergebnis einer Informationsfusion mit Gewichtung mittels einer gemeinsamen
Referenz.

auf U. In Abbildung 5.3 ist ersichtlich, dass immer noch ein Verzerrung der Wahrschein-
lichkeiten der Gruppenmitglieder vorliegt. Die zu dieser Abbildung passenden Werte sind
gerundet in Tabelle B.4 dargestellt. Die Gruppenmitglieder untereinander stehen jedoch
im richtigen Verhéltnis. Sie verschétzen sich also alle um den gleichen Faktor. Wurde bei-

16 yor der Normalisierung mit der gemeinsamen Referenz noch

spielsweise das Ereigniss z
als wahrscheinlicher bewertet als die Ereignisse z'® und 2°, so ist dieser Fehler nach der

Normalisierung behoben.

5.3. Weitere Verfahren

Ist durch die Vorverarbeitung zusétzliche Information vorhanden, kénnen unter gewissen
Umstdnden Gewichte fiir eine Pooling-Methode daraus abgeleitet werden. Im Falle der
Marginalisierung bleiben die Wahrscheinlichkeiten der betrachteten Ereignisse erhalten.
Das i-te Gruppenmitlgied berechnet fiir jedes z € U; gerade dessen globale A-posteriori-

Wahrscheinlichkeit und zusétzlich noch p(U;|d) = Y. p(z|d), i = 1,...,n. Sind bei einer
zeU;
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

Einschrénkung zusétzlich zu den (verzerrten) lokalen A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen p;(z|d) der Gruppenmitglieder auch noch die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
p(U;|d) bekannt, so kann zur Kombination der p;(z|d) ein LinOP mit den Gewichten w; =
p(Ui|d) verwendet werden. Man beachte, dass diese Situation genau genommen dquivalent
zu einer Situation ist, in der mit einer Marginalisierung gearbeitet wird. Fiir den Fall der
Marginalisierung ist also ein Losungsansatz vorhanden, auch wenn die Berechnung von
p(Ui|d), abhéngig von der GroBe der U;, aufwendig sein kann. Beim zweiten Fall wird p(Uj;)
als bekannt angenommen. Dies kénnte beispielsweise der Fall sein, wenn eine Schétzung
iiber die Wahrscheinlichkeitsmasse, die sich auf U; verteilt, bekannt ist. In Abschnitt 4.3.1
wurde weiterhin besprochen, dass diese Information besonders gewinnbringend nutzbar
ist, wenn die Pooling-Methode die EB erfiillt.

Im Fall der Einschrankung mit Zusatzwissen ist es moglich, eine unverfilschte Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf den U;, wie in Gleichung (2.11) beschrieben, zu erzeugen. Hier ist ei-
ne Pooling-Methode unnotig, da die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Gruppenmitglieds,

das U; betrachtet, einfach iibernommen werden kann.

Fiir die Falle, bei denen das globales a-priori Wissen, die gemeinsame Referenz oder p(U;|d)
gegeben ist, werden hier nicht weiter vertieft betrachtet, da fiir sie schon ein Lésungsansatz
beschrieben wurde. Die drei betrachteten Pooling-Methoden (LinOP, LogOP und SB-
Ansatz) sollen trotzdem auf deren Anwendbarkeit fiir die Félle der Einschrankung mit
Zusatzwissen und erweiternde Annahmen untersucht werden, um fest zu stellen, ob eine
Verfalschung durch sie entsteht, oder ob durch sie auch eine optimale Losung erzeugt
werden kann. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Betrachtung der Konfiguration

mit einer Einschrénkung. Hier gibt es zwei Falle zu unterscheiden:

Der erste Fall, bei dem die U; eine Partitionierung von U sind, ist wegen des moglichst

grofen Speedup durch die Lokalisierung eine berechtigte Konfiguration.

Der zweite Fall, bei dem die U; nicht disjunkt sind, ldsst sich auf den ersten Fall zuriickfiih-
ren: Ist der Schnitt von U; und U; mit ¢ # j mit 4,5 € {1,...,n} nicht leer, dann kénnen
diese beiden Mengen zu einer vereint werden. Aus dem Schnitt der beiden Mengen kann
ein Ereignis als gemeinsame Referenz! gewihlt werden. Dadurch kann eine neue Unter-
menge U;; bestimmt werden. So ldsst sich eine Menge von Untermengen von U erzeugen,

deren Schnitt leer ist. Die Beschrénkung auf einen disjunkten Fall, bei dem p(U;|d) nicht

!Die gemeinsame Referenz dient dazu, die beiden Agenten in ein Verhéltnis zueinander zu setzen. Fiir
mehr Details siehe Abschnitt 5.2.
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5.4. Linear Opinion Pool

bekannt ist, ist also ausreichend.

5.4. Linear Opinion Pool

Das gewichtete arithmetische Mittel (LinOP) als Pooling-Methode kann lokal gut verwen-
det werden. Das Hauptproblem ist die Suche nach den Gewichten, welche die Verzerrung
entzerrt, die durch die Einschrankung erzeugt wurde. Der LinOP erzeugt eine mathema-
tisch exakte Losung fiir eine lokale Fusion, wenn p(U;|d) bekannt ist (siehe Gleichung
4.6).

Der LinOP erzeugt jedoch kein optimales Ergebnis bei einer direkten Anwendung mit einer
Konfiguration einer Einschrankung mit Zusatzwissen (siche Gleichung (2.11)). Wird der

LinOP als Pooling-Methode verwendet, dann kann hier ummodelliert werden.

Dann hat der LinOP folgende Form:

LinOP(py,...,pa)(2) = > wipi(2)
= szp( I{zGU} + Zwl ’U‘ 1{26[71}
mit z€U¢0,i0€{17~-7 }

Dabei ist die Funktion 1;.¢p,y eine Indikatorfunktion:

[ Lzel;
lzevy = 0, sonst

Der LinOP setzt sich hier aus zwei Summanden zusammen. Der erste Summand ist die
unverzerrte Wahrscheinlichkeit p(z) von z, jedoch gewichtet mit der Summe der Gewichte
der Gruppenmitglieder, welche z betrachten. Der zweite Summand ist die Summe der
gewichteten Gleichverteilungen iiber U; der Gruppenmitglieder, die z nicht betrachten.
Das Ergebnis des LinOP ist in diesem Fall durch den zweiten Summanden und durch die
Gewichtung der unverzerrten Wahrscheinlichkeit p(z) von z verfilscht. Dieses kann durch

eine bessere Wahl der Gewichte nicht mehr verbessert werden.

Ein weiterer Ansatz ist, das Vorwissen als global nicht-informativ anzunehmen. Mittels

der Maximum-Entropie-Methode kann p(z) = %‘ angenommen werden. Fir die lokale

Betrachtung kann dann dementsprechend p(z) ﬁ angenommen werden. Wie in Ab-
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

schnitt 5.1 beschrieben gibt es fiir den Fall von globalen a-priori Wissen eine Lésung. Die

Bayes’sche Informationsfusion der Gruppenmitglieder hat dann folgende Form:

pi(zld) =

Dementsprechend hat der LinOP die Form:

LinOP(pi,...,pn)(2) = w;

(5.3)

Damit reprasentiert das Ergebnis des LinOP den Likelihood, welcher von den Beobach-
tungen fiir z erzeugt wird, da das Vorwissen aus der Berechnung herausféllt. Es kann
analog argumentiert werden, wenn die Gruppenmitglieder |Z| nicht kennen und damit

beispielsweise p(z) = ﬁ annehmen.
1

Werden p(U;) = p(U;) und |U;| = |Uj|, Vi, j als einschrénkende Annahmen hinzugenom-
men, dann hat der LinOP folgende Form:
p(Uio)

LinOP(p1,...,pn)(2) = p(2) Zwil{zeUi}‘i‘(l_Z wil{eu,)) Tl ,z € Ujp,i0 € {1,...,n}
i=1 i=1 i

Damit ist die Verfilschung zwar einfacher beschreibbar geworden, sie verschwindet al-
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5.4. Linear Opinion Pool

lerdings nicht. Diese Annahme erscheint dann sinnvoll, wenn, wie in dem Beispiel der

Fahrzeugdetektion in der Szene des Luftbildes, die Bereiche um eine Auffélligkeit immer

gleich grofl gewahlt werden kénnen. Dann sind die zu betrachtenden moglichen Positionen

(|U;]) des in diesem Bereich enthaltenen Fahrzeugs fast gleich.

Zusammenfassend ldsst sich iiber den LinOP folgendes sagen:

+ o+ o+ o+

Der LinOP kann ein optimales Ergebnis liefern.
Fiir die Verwendung des LinOP spricht, dass er intuitiv nachvollziehbar ist.
Die Gewichte sind gut interpretierbar.

Der LinOP erfiillt die SSFP. Damit muss zur Berechnung von LinOP(p1,...,pn)(2)
nur die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Gruppenmitglieder in diesem z betrach-

tet werden.

Der LinOP erfiillt die MP. Dies kann als Vorteil interpretiert werden, da zur Berech-
nung des LinOP nicht mehr zwangsweise die atomaren Ereignisse betrachtet werden

mussen.

Der LinOP erfiillt nicht die EB. Das bedeutet, dass bei neuer Information entweder

zentral gerechnet werden muss oder die Gewichte neu bestimmt werden miissen.

Der LinOP erhélt keine Unabhéngigkeiten. Dadurch werden von den Gruppenmit-

glieder als unabhéngige gesehene Ereignisse im Konsens abhéingig.

Die optimalen Gewichte sind aufler in Sonderféllen schwer berechenbar.
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

5.5. Logarithmischer Opinion Pool

Das gewichtete geometrische Mittel (LogOP) als Pooling-Methode zu verwenden, kann
sinnvoll sein. Der LogOP muss jedoch fiir die Anwendung in einer lokalen Bayes’sche
Fusion modifiziert werden. Er hat dann ndmlich unter Umstdnden keine Wahrscheinlich-
keitsverteilung als Losung. Beispielsweise ist in einer lokalen Konfiguration, bei der auf
die U; eingeschrankt wird und die U; ein Partition von U bilden, das Ergebnis des LogOP
iiberall gleich Null.

Die Modifikation besteht darin, dass ein Gruppenmitglied nur innerhalb des von ihm be-
trachteten Bereiches U; ein Veto aussprechen darf. Fiir alle Ereignisse in U; wird seine

Schétzung ignoriert. Ein solcher LogOP wird hier modifizierter LogOP (modLogOP) ge-

nannt. "
IT pi(z)"
modLogOP (p1,...,pn)(2) = ZEUin , w; >0, Zwi =1 (5.4)
> I pi(z)ve i=1
zelU =1
zeU;

Zur Erliuterung folgt ein Beispiel: Es seien die Ereignisse von Interesse in Z = {z!, 22, 23}
zusammengefasst. Zwei Gruppenmitglieder Agent; und Agents betrachten jeweils zwei
Ereignisse. Agent; betrachtet U; = {z!, 2%} und Agents betrachtet Us = {22, 23}. Die

Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Agenten sind in Tabelle 5.1 zu sehen.

Agenty | Agents
21105 0.0
221 0.5 0.2
231 0.0 0.8

Tabelle 5.1.: Beispiel fiir Meinungen von zwei Gruppenmitgliedern, wobei Agent; 2% und Agent,
2! nicht betrachtet.

Werden diese Meinungen mit den Gewichten w; = %,i € {1,2} mit einem LogOP kom-
biniert, wird z? die Wahrscheinlichkeit Eins zugeordnet, da dies das einzige Ereignis ist,
welches beide Agenten betrachten und somit auch das einzige, gegen das kein Veto von ei-
nem der Gruppenmitglieder erhoben wurde. Werden die Meinungen der Gruppenmitglieder
jedoch mit den gleichen Gewichten und dem modLogOP kombiniert, dann erhalten wir fol-
gendes Resultat: modLogO P(Agenty, Agents)(2') = 0.3687, modLogOP(Agenty, Agents)(2?%) ~

76



5.5. Logarithmischer Opinion Pool

0.1649 und modLogOP(Agent, Agents)(2%) ~ 0.4664.

Dieses Resultat lisst sich wie folgt interpretieren: Das Ereignis 23 ist in der Konsensver-
teilung das wahrscheinlichste Ereignis, da ihm alle Gruppenmitglieder die z® betrachtet
haben, eine hohe Wahrscheinlichkeit zuordnen. Da nur Agent; das Ereignis z! betrachtet,
dieses jedoch nicht fiir so wahrscheinlich hilt wie Agents das Ereignis 23, ist es am zweit
wahrscheinlichsten. Das Ereignis 22 ist im Konsens das unwahrscheinlichste Ereignis, da
Agents es fiir unwahrscheinlich hélt. Die Ereignisse 2! und z® werden von allen Gruppen-
mitgliedern (die sie betrachten, die anderen Gruppenmitglieder werden ja ignoriert) als
wahrscheinlicher gesehen als z2. Da Agent; den Ereignissen z' und z? die gleiche Wahr-
scheinlichkeit zuordnet wird durch Agents die Wahrscheinlichkeit von 22 im Konsens nach
unten verschoben. Durch die Normalisierung wird modLogOP(Agenty, Agents)(2?) dann

unwahrscheinlicher als das Mittel der beiden Gruppenmitglieder.

Durch diese Modifikation wird der modLogOP in einer lokalen Konfiguration anwendbar.
Die Interpretation der Gewichte ist bei einem modLogOP dieselbe wie bei einem LinOP. Sie
stellt eine Art Wertung fiir die Expertise eines Gruppenmitglieds dar. Die Modifikation
vom LogOP zum modLogOP kann auch durch eine Modifikation der Gewichte erreicht
werden. Dabei werden die Gewichte w;(z) auf Null gesetzt, wenn das betrachtete Ereignis
nicht von dem Agenten betrachtet wird. Damit wiirden die Gewichte von den betrachteten

FEreignisse abhédngen.

Agenty | Agento p(d|z*)

z1 103 0.0 1103

z2 | 0.7 0.0 22 0.2

231 0.0 0.0 231 0.0

241 0.0 0.6 2404

251 0.0 0.4 251 0.1

(a) Beispiel fiir Meinun- (b) Der Likelihood, der von
gen von zwei Gruppen- den Beobachtungen d er-
mitgliedern, wobei die U; zeugt wird.

disjunkt sind.

Tabelle 5.2.: Beispieldaten fiir den Beweis, dass der modLogOP die EB nicht erfiillt.

Der modLogOP liefert zwar fiir den lokalen Fall ein Ergebnis, das etwas sinnvoller ist als
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

das eines LogOP, er hat jedoch auch Nachteile. Der modLogOP erfiillt nicht die EB, was
der grofite Vorteil des LogOP fiir die verteilte lokale Anwendung ist. Um dies zu beweisen,

soll hier ein Gegenbeispiel gezeigt werden:

Zwei Gruppenmitglieder, Agent; und Agents betrachten jeweils zwei Ereignisse aus Z =
{24, 22,23, 24 25}, Agent; betrachtet Uy = {2!, 22} und Agents betrachtet Us = {24, 2°}.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Agenten werden in Tabelle 5.2(a) dargestellt.

modLogOP(2%|d) modLogOP(2"|d)
z! | 0.2309 2! | 0.2332
22 | 0.2879 22 | 0.2374
231 0.0 231 0.0
24 ] 0.3417 24 | 0.4397
2% 1 0.1395 2% | 0.0897
(a) Das Ergebnis eines (b) Das Ergebnis eines
modLogOP wenn zuerst modLogOP wenn zu zu-
nach d bedingt wurde und erst der modLogOP an-
dann der modLogOP an- gewandt wurde und dann
gewandt wurde. nach d bedingt.

Tabelle 5.3.: Ergebnis des Gegenbeispiels dafiir, dass der modLogOP die EB nicht erfiillt.

Die Gewichte des modLogOP seien w; = %, i € {1,2}. Die Beobachtungen d erzeugen einen
Likelihood fiir die betrachteten Ereignisse, wie in Tabelle 5.2(b) dargestellt.

Bedingen die beiden Agenten zuerst nach den Beobachtungen und wird anschliefend der
modLogOP angewendet, ergibt sich ndherungsweise ein Ergebnis wie in Tabelle 5.3(a)

dargestellt.

Wird jedoch zuerst der modLogOP angewendet und danach nach den Beobachtungen
bedingt, ergibt sich ndherungsweise ein Ergebnis wie in Tabelle 5.3(b) dargestellt. Die
Ergebnisse aus Tabelle 5.3(a) und 5.3(b) stimmen nicht iiberein. Daher erfiillt der modLo-
gOP die EB nicht. Der Vorteil, vor der Fusion mit der Likelihood der Beobachtungen das
Pooling durch zu fiihren, den der LogOP gegeniiber des LinOP hatte, ist damit nicht auf
den modLogOP iibertraghar. Auch die Gewichte kénnen nicht vor der Bedingung durch

die Beobachtungen gewéhlt werden.
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5.5. Logarithmischer Opinion Pool

Beim Vorliegen einer Einschrénkung mit Zusatzwissen ist der LogOP direkt anwendbar.
Wie beim LinOP bleibt das Ergebnis des LogOP jedoch verzerrt, auch wenn p(U;) bekannt

ist, da der LogOP dann folgende Form annimmt:

1 pi(z)e
=1
LogOP(py,...,pp)(2) = ——f——
> I pj(z)wi
zeU i=1
n
IT pi(=)"
n U,
= [l ™ =
i=1 H p* z Wj
=eUs 2eUi=1 i(2)
n n * w;
w;q p(yz) ¢
EII p(2) 131 ( 10| )
2€U; 2¢U;

n (U) w,b
i=1 v 1]:]:1 (p‘glll )
p(Z)ZgUi 2@U;
= "
‘U o (pO)\ "
z%:U p( ) 11;[1 Uil
zgU;

Der Zéahler des LogOP setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen. Der Erste stellt die

gewichtete (ohne Gewichtung unverzerrte) Wahrscheinlichkeit von z dar. Der Zweite stellt

das Produkt der gewichteten Gleichverteilung 2 I(g'i\) der restlichen Gruppenmitglieder, in

deren Umgebung U; das betrachtete z nicht enthalten ist, dar.

In Folgenden wird die Annahme gemacht, dass p(U;) = p(U;) und |U;| = |Uj| gilt. Sind
die U; disjunkt und werden alle Gewichte des LogOP als w = % gewédhlt, dann kann der
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5. Lésungsvorschlige fiir die lokale Bayes’sche Fusion

LogOP wie folgt formuliert werden:

ﬁ i (2)"
LOgOP(pla s ,pn)(Z) = Z:1n
I p; ()
zeU 1=1
7 1—w
o ()
w (*1) 1—w

ZEU p(Z) (plyl‘ ) :|
__p(@"

> p(2)®

zeU

Dieses Ergebnis ist durch die Gewichtung von p(z) mit dem Gewicht w verfilscht.

FEine Moglichkeit hier eine unverzerrte Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber U zu erzeugen
besteht offensichtlich darin, die Gewichte des LogOP alle gleich Eins zu wihlen. Man
beachte, dass diese Wahl der Gewichte geméfl der Definition eines LogOP nicht zulassig

ist. In diesem Fall erscheint dies jedoch eine sinnvolle Méglichkeit.
Zusammenfassend kann iiber den LogOP folgendes gesagt werden:

+ Da der LogOP die EB erfiillt, ist er fiir die lokale Bayes’sche Fusion eine attraktive
Pooling-Methode.

- Gegen die Verwendung des LogOP spricht, dass wenn es ein Veto gibt, wenn ein

Gruppenmitglied ein Ereignis fiir unméglich (p;(z) = 0) hélt.

- Es ist eine Modifikation des LogOP nétig, um ihn in einer lokalen Konfiguration mit

Einschrankung als Lokalisierung einsetzen zu kénnen.

- Der modLogOP erfiillt nicht die EB.

5.6. Supra Bayesian

Wie in Kapitel 4.5 beschrieben ist es schwer, in der Praxis ein Likelihood fiir die Meinun-
gen der Gruppenmitglieder zu erstellen. In Kapitel 4.5 wurde ein Likelihood vorgestellt,
durch dessen Verwendung die Konsenswahrscheinlichkeit exakt die Meinungen der Grup-
penmitglieder darstellen kann. Dieser Likelihood kann so interpretiert werden, dass der

Entscheider nur die Meinungen der Gruppenmitglieder betrachtet, nicht aber die Beob-
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5.6. Supra Bayesian

achtungen. Dann kann er ohne weiteres Vorwissen die Gruppenmitglieder nicht werten.

Somit kann der Likelihood wie folgt gewéhlt werden:
Pur1(p1(2]d), . .., pu(zld)|2) = ] pi(]d).
i=1

Dabei tritt die gleiche Uberbewertung der Wahrscheinlichkeit Null wie beim LogOP auf.
Ist ein p;(z|d) = 0, wird der gesamte Likelihood Null. Schrinkt jeder Agent auf sein U;
ein, so ist der Likelihood im Fall der Partitionierung immer Null. Fiir den Fall, in dem
die U; disjunkt sind, ist der SB-Ansatz mit diesem Likelihood in einer Konfiguration mit

einer Einschrankung als Lokalisierung nicht verwendbar.

Ist p(U;|d) bekannt, kann mit p}(z|d) gerechnet werden, (siehe Gleichung (2.11)). Der

Likelihood kénnte beispielsweise wie nachfolgend gewéhlt werden:

Prt1(p1(2]d), - - -, pp(2ld)[2) = H p; (2]d)

z€U;

Der SB hat dann die Form

11 pi(:ld)pnsa (2)
S 1 piEld)pni(z)

zelU =1
zeU;

SB(p1, - - -, pn)(2ld) =

Fiir disjunkte U; und ein nicht-informatives Vorwissen des Entscheiders ergibt sich dann:

SB(pi,....p,)(2ld) = 2%

zeU
Unter diesen Bedingungen liefert der SB also eine auf U unverzerrte Losung.
Zusammenfassend ldsst sich iiber den SB-Ansatz sagen:

+ Der SB-Ansatz kann eine optimale Losung liefern.

- Der Likelihood ist schwer zu wéhlen.

- Je nach Wahl des Likelihood macht der SB-Ansatz fiir die lokale Verwendung keinen

Sinn.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Bei einer lokalen Bayes’schen Informationsfusion werden aus allen moglichen Pol Bereiche
von Interesse, mittels einer Vorverarbeitung extrahiert. Im Fall einer Einschrankung wird
die Fusion ausschliefflich auf diesen Bereichen durchgefiihrt. Diese lokale Betrachtung hat
eine Aufwandsreduktion zur Folge, da weniger Pol betrachtet werden. Jeder Bereich wird
dann von einem sogenannten Agenten betrachtet. Die Agenten konnen verteilt ausgefithrt
werden, was einen Speedup zur Folge haben kann. Dies kann mit einer kriminalistischen
Ermittlung verglichen werden, bei der verschiedene Mitarbeiter (die Agenten) disjunkte
Bereiche der Verdéachtigen untersuchen. Am Ende einer Untersuchung missen die Ergeb-
nisse dieser Mitarbeiter dann zusammengefiihrt werden, um eine Urteil bilden zu kénnen.
Die Fusionsagenten koénnen, wie in dem Beispiel aus der Kriminalistik, als ein Gruppe

(Team) aufgefasst werden, welche zusammenarbeitet um die Fusionsaufgabe zu l6sen.

Da jeder Agent nur seinen lokalen Bereich betrachtet, ergeben sich Fehler in seinen Be-
rechnungen der A-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Durch das Einschranken der
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den von ihm betrachteten Bereich, erhéht jeder Agent

die Wahrscheinlichkeit der von ihm betrachteten Ereignisse.

Die verteilten Ergebnisse zu einer globalen Sicht zusammen zu fithren, ist Aufgabe einer
Pooling-Methode. Die Fachliteratur wurde nach moglichen Pooling-Methoden der Ent-
scheidungstheorie durchsucht. Drei Pooling-Methoden, der LinOP, der LogOP und der
SB-Ansatz, wurden ndher auf ihren Nutzbarkeit fiir eine verteilte lokale Bayes’sche Infor-

mationsfusion untersucht.

Um die Ergebnisse einer Pooling-Methode zu bewerten, werden in der Fachliteratur Ei-
genschaften definieren, welche eine Pooling-Methode erfiillen kann oder soll. Auf diese

Eigenschaften kénnen die verschiedenen Pooling-Methoden iiberpriift werden.

In dieser Arbeit wurde unter anderem untersucht, wie gut sich Pooling-Methoden aus der

Entscheidungstheorie fiir das Zusammenfiihren der durch eine verteilten lokalen Bayes’schen
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Informationsfusion erzeugte Wahrscheinlichkeitsverteilungen, verwenden lassen. Dadurch,
dass die verteilt berechneten Ergebnisse wie Meinungen von Gruppenmitglieder interpre-
tiert wurden, konnen theoretisch gut untersuchte Pooling-Methoden aus dem Forschungs-
bereich Entscheidungstheorie benutzt werden, um die verteilt berechneten Ergebnisse der
lokalen Bayes’schen Informationsfusion zu einer globalen Wahrscheinlichkeitsverteilung

zusammen zu fihren.

Werden die Eigenschaften nach ihrer Brauchbarkeit fiir den verteilten lokalen Einsatz
gewertet, konnen in vielen Féllen auch die Pooling-Methoden, die diese Eigenschaften
erfiillen konnen, ebenfalls gewertet werden. Es ist jedoch, wie am Beispiel des LogOP
festgestellt, nicht ausreichend nur diese Eigenschaften zu iiberpriifen. Das Ergebnis der

Pooling-Methode muss auch mit der Ground Truth verglichen werden.

FEin Beispiel fiir eine Eigenschaft, die in einer verteilten lokalen Konfiguration mit einer
Einschrinkung als Lokalisierung nicht wiinschenswert ist, ist die UNAM. Bei ihr bleiben
die Fehler der Wahrscheinlichkeitsverteilung, die von der Gruppe gemeinschafltich gemacht

werden, erhalten.

Die EB beispielsweise ist fiir eine lokale verteilte Informationsfusion eine sinnvoll zu wéah-
lende Eigenschaft. Sie fordert von der Pooling-Methode, dass die Reihenfolge der Anwen-
dung der Pooling-Methode und der Informationsfusion mit den Beobachtungen unerheb-
lich ist. Dadurch ist es moglich die Gewichte einer Pooling-Methode zu wéhlen, bevor
die Beobachtungen in die Inferenz mit einflieBen. So kénnte beispielsweise p(U;) anstatt
p(U;|d) als Gewichte gewéahlt werden, was eine Aufwandsreduktion in der Berechnung der
Gewichte zur Folge hat. Zusétzlich kann, bei neuen Beobachtungen, direkt das Ergebnis
der Pooling-Methode mittels einer Bayes’schen Informationsfusion aktualisiert werden. Es
miissen nicht mehr alle Gruppenmitlieder die neuen Beobachtungen betrachten, die In-
formationsfusion lokal durchfithren und diese Ergebnisse dann wieder zusammengefiihrt
werden. Dies kann gegebenenfalls von Vorteil sein. Der LogOP erfiillt die EB. Er erzeugt
jedoch bei disjunkten U; eine Ergebnis, das iiberall gleich Null ist.

Im Unterschied zu einem klassischen Gruppenentscheid kann in dem hier betrachteten
Kontext die Ground Truth bestimmt werden. Somit kann ein Ergebnis einer Pooling-
Methode dadurch bewertet werden, wie weit es sich von der ,wahren“ Wahrscheinlich-
keitsverteilung unterscheidet. Dabei wurde herausgefunden, dass eine Einschrankung mit
Zusatzwissen bei einer direkten Anwendung der betrachteten Pooling-Methoden, keine

Verbesserung gegeniiber der Einschrdnkung erbringt.
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6. Zusammentassung und Ausblick

Das Zusammenfiihren der Ergebnisse der Gruppenmitglieder zu einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung entspricht nicht dem, was in der Entscheidungstheorie ein Gruppenentscheid
ist. Dies liegt daran, dass fiir einen optimalen Speedup die Gruppenmitglieder bei einer
verteilten lokalen Informationsfusion disjunkte Ereignisse betrachten. Im Gegensatz dazu
betrachten die Gruppenmitglieder in der Entscheidungstheorie alle das gleiche Ereignis
und versuchen ihre Meinungen, {iber dieses Ereignis, zu einem Konsens zu vereinen. Nicht
alle Pooling-Methoden aus der Entscheidungstheorie lassen sich auf den lokalen Kontext

iibertragen.

Ein LogOP beispielsweise ist im verteilten lokalen Kontext nicht anwendbar und muss
modifiziert werden, damit er auch bei disjunkten U; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Ergebnis liefert. Der SB-Ansatz ist sehr kompliziert. Die Auswahlméglichkeiten fiir den
Likelihood des Entscheiders und dessen Vorwissen sind so groff, dass in dieser Arbeit keine
allgemeingiiltige Analyse moglich war. Unter den Bedingungen, dass die p(U;|d) bekannt
sind, dass das Vorwissen des Entscheiders nicht informativ ist und dass die U; disjunkt
sind, liefert der SB-Ansatz mit einem geeigneten Likelihood ein unverzerrtes Ergebnis,
welches gleich dem nicht verteilt berechneten Ergebnis ist. Der LinOP kann jedoch bei
Verwendung von geeigneten Gewichten (w; = p(U;|d)) eine Losung erzeugen, die gleich

der eines einzelnen Bayes’schen Agenten ist.

Die Bewertung der Ergebnisse solcher Pooling-Methoden ist nicht immer einfach. In dieser
Arbeit konnte nur unter sehr restriktiven Annahmen Pooling-Methoden bestimmt werden,
die ein Ergebnis liefern, welches mit dem nicht verteilt berechneten Ergebnis iibereinstim-
men. Der LinOP, welcher bei optimalen Gewichten eine mathematisch korrekte Losung
liefern kénnte, benotigt fiir die Wahl dieser Gewichte einen sehr hohen Aufwand. Der Auf-
wand entsteht, da fiir die Gewichte die globale A-priori-Wahrscheinlichkeiten der Bereiche

der Agenten berechnet werden miissen.

Dass unter gewissen Bedingungen der LinOP und der SB-Ansatz aus der Entscheidungs-
theorie lokal anwendbar sind, sollte als Motivation verstanden werden, weitere solcher
Pooling-Methoden auf die Eignung fiir die verteilte lokale Bayes’sche Informationsfusion

zu Uberpriifen.

In dieser Arbeit wurde die Betrachtung auf das Vorliegen diskreter Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen beschriankt. Zukiinftige Arbeiten kdnnten den Fall von kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen untersuchen. Die hier betrachteten Gruppenmitglieder beste-

hen aus identischen Agenten, da Vorwissen und sdmtliche Beobachtungen zur Verfiigung
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stehen. Es sind Szenarien denkbar, bei denen die einzelnen Agenten nur einen Teil der
Beobachtungen zur Verfiigung steht, oder die Agenten verschiedene Aufgaben {iberneh-
men oder verschiedene Aspekte des gleichen Ereignisses untersuchen. Die Agenten hatten
dann verschiedene Expertisen und wiirden beispielsweise verschiedene Informationsquel-
len betrachten oder verschiedene Klassen von Pol detektieren. Beispielsweise kénnte ein
Agent fiir das Erkennen von Personen in Bildern erstellt worden sein, wéihrend ein Anderer

Fahrzeuge detektiert und ein Dritter die Art des Untergrunds bestimmt.

Des weiteren wurde in dieser Arbeit jede Art der Interaktion zwischen den Gruppenmit-
gliedern nicht betrachtet, was bei der Analogie der kriminalistischen Untersuchung so gut
wie undenkbar erscheint. Die Gruppenmitglieder kénnten beispielsweise ihre Meinungen
austauschen, um die eigene Meinung, im Angesicht der Meinungen der anderen Grup-
penmitglieder, anzupassen [DeG74]. Bacharach betrachtet in [Bac79] beispielsweise, wie
ein Bayes’scher Dialog zu einem Konsens fiihren kann. Dieser stellt eine Art Diskussion
zwischen den Gruppenmitgliedern dar, wobei jedes Gruppenmitglied sein Meinung entspre-
chend den Meinungen der anderen Gruppenmitglieder anpasst, bis ein Konsens gefunden

wurde.

Verwendet die Pooling-Methode Gewichte, miissen diese nicht von Anfang an unverén-
derbar sein. Fiir die Bestimmung der Gewichte sind iterative Verfahren denkbar. Da-
bei wiirden die Gruppenmitglieder beispielsweise beziiglich vergangener Leistung bewertet
[Gen86b, Coo91] und [Bed01].

Zwei (LinOP und LogOP) der drei betrachteten Pooling-Methoden sind Mittelwertfunk-
tionen. Weitere Mittel, wie das gewichtete harmonische Mittel, konnten auch noch auf
ihre Brauchbarkeit in einem lokalen Kontext tberpriift werden. Denkbar ist auch eine

Variation der Bedingungen fiir die Gewichte, wir dies in [DeG91] dargestellt wird.
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A. Mathematische Grundlagen

A.1. Stochastik Grundlagen

Stochastik als Uberbegriff fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik ist ein Teilgebiet
der Mathematik. In der mathematischen Stochastik werden Zufallsexperimente untersucht
und beschrieben. Alle moéglichen Ereignisse, die auftreten kénnen, sind in der Menge Z
enthalten. Eine Wahrscheinlichkeit p ist ein Mafi und ordnet somit einer Ereignismenge
A C Z einen Wert zu. Dieser schwankt zwischen ,unmoéglich® und ,sicher®. Eine Wahr-

scheinlichkeit muss folgende Kolmogorov’schen Gesetze [Gut05] (Seite 10) erfiillen:
- Y p(A) =1
ACz
- p(AUB) =p(A)+p(B),VA,BC Z, ANB =10

Durch diese Axiome lassen sich verschiedene Kombinationen von Wahrscheinlichkeiten A

und B bilden. Dabei ist das Nichteintreten von A mit A bezeichnet.
- p(A oder B) = p(A) + p(B) — p(A und B)
- p(Aund B) = p(A) - p(B|A)

Dabei ist p(B|A) die bedingte Wahrscheinlichkeit. Dies ist die Wahrscheinlichkeit fir B
unter der Voraussetzung, dass Ereignis A eingetreten ist. Ein Likelihood ist eine bedingte

Wahrscheinlichkeit p(B|A), welche als Funktion von A aufgefasst wird.

Zwei Ereignisse heiflen unabhéngig, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt sind:
- p(A|B) = p(A)
- p(BJA) = p(B)

- p(A und B) = p(4) - p(B)
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A.2. Unsicherheit

Diese Bedingungen bedeuten, dass das Wissen iiber der Eintreten das einen Ereignisses

das Eintreten des anderen nicht beeinflusst.

Zwei Ereignisse A und B heiflen bedingt unabhéngig beziiglich eines Ereignisses C', wenn

eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
- p(A|B und ©) = p(A|C)
- p(BJA und C) = p(B|C)
- p(A und B|C) = p(A[C) - p(BIC)

Dies bedeutet: Ist C' gegeben, dann sind A und B unabhéngig.

A.2. Unsicherheit

Unsicherheit wird in vielen Bereichen wie der Philosophie, Physik, Wirtschaftswissenschaft
und Statistik unterschiedlich definiert. Sie beschreibt das Fehlen von Sicherheit beziiglich
Messgrofien oder zukiinftiger Ereignisse. Werden beispielsweise Messungen durchgefiihrt,
so kann es durch Messfehler zu unterschiedlichen Messergebnissen kommen. Unsicherheit
wird durch eine Wahrscheinlichkeit reprasentiert. Lindley sagt in [Lin87, Lin83]: ,Die ein-

zige befriedigende Beschreibungsform von Unsicherheit ist eine durch Wahrscheinlichkeit.“

A.3. sigma-Algebren

Eine o-Algebra ist ein Grundbegriff der Mafitheorie und der stochastik. Es handelt sich
dabei um ein Mengensystem Z C P(Z) iiber einer nicht leeren Grundmenge Z. Dabei

wird dieses Mengensystem o-Algebra genannt, wenn folgendes gilt:
- Z C Z: Die Grundmenge Z ist in Z enthalten.
- Ac Z= A€ Z: Z ist abgeschlossen gegeniiber der Komplementbildung.
-VAie Z=> 'UN A' € Z: Z ist abgeschlossen gegeniiber der endlichen Vereinigung.
i€
Da Z in der o-Algebra Z enthalten ist und nach der zweiten Regel auch das Komplement

von Z Z = () in Z enthalten ist, ist die leere Menge immer in Z enthalten [Mei05]. A
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A. Mathematische Grundlagen

erzeugt eine o-Algebra:

BeF(A)

mit F'(A) ={B C P(Z)|A C B, B ist c—Algebra}. 0(A) ist dann der o-Operator [Mei05].

Eine o-Algebra heifit tertidr, wenn sie mehr als drei nicht leere und paarweise unabhéngige
Elemente enthélt, die ungleich dem trivialen o(A) = {(Z), A A Z } mit A C Z, ist [Wag82].

A.4. Scoring rules

Fine Bewertungsfunktion bildet eine Schiatzung oder eine mit Unsicherheit behaftete Mei-
nung und einen Ist-Zustand auf eine Skala ab. Damit kann die Meinung bewertet werden.
Je besser die Schatzung auf den Ist-Zustand passt, um so hoher sollte die Bewertungsfunk-
tion sein. Erreicht ein Schétzer eine gute Bewertung, nennt man ihn ,,gut kalibriert®. Es
gibt verschiedene Arten von Bewertungsfunktionen. Stricty proper scoring rules sind dann
maximal, wenn der Schéatzer ehrlich schitzt. Eine verfdlschte Schiatzung, die die Bewertung

erhoht, ist damit unnotig. Beispiele fiir proper scoring rules sind:

ni(p(.), ) = 2p(z") = D ()7,

J=1

n3(p(.), 2') = logp(z").

Diese heiflen quadratische, sphérische und logarithmische Bewertungsfunktion. Werden
Aussagen iiber ein Ereignis (z.B. den Ausgang eines Spiels) gewertet, kann anhand des

nach n Durchgéngen erhaltenen Gewinns eine Bewertungsfunktion definiert werden.
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B. Daten der Beispiele

Hier werden zur besseren Nachvollziehbarkeit die Daten fiir das Beispiel aus Abschnitt
5.2 nachgetragen: Die Beobachtungen, welche den Likelihood p(d|z) erzeugen, werden in
Tabelle B.1 und B.2 dargestellt.

Die Wahrscheinlichkeit der Gruppenmitglieder fiir die gemeinsame Referenz (z!) wurde in
Abbildung 5.2 dargestellt. Tabelle B.3 stellt die gerundeten Zahlenwerte zu dieser Abbil-
dung dar. In Tabelle B.5 wird das gerundete Ergebnis eines LinOP mit gleichen Gewichten,
vom Beispiel in Abschnitt 5.2 dargestellt. Die Abbildung 5.1 zeigt diese Ergebnisse gra-
phisch.

Die Tabelle B.4 stellt das Ergebnis des LinOP mit den Gewichten die aus der Bewertung
der fiinf Agenten der gemeinsamen Referenz erzeugt wurden, dar. Die Abbildung 5.3 zeigt

diese Ergebnisse graphisch.
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B. Daten der Beispiele

Abschnitt 5.2.

d1 d2 d3 d4 d5

21 ] 0.0374556592707371 | 0.0564376639691114 | 0.0460166193610843 | 0.063391154786102 | 0.0365266637750653
2% | 0.0366636318663375 | 0.0465059000558207 | 0.0332783974473212 | 0.0451848064826909 | 0.0530308313701784
23 | 0.0654546897153217 | 0.0505088304712526 | 0.0360939943857164 | 0.0328707103170299 | 0.056030259266063

24 | 0.0524797986762285 | 0.0421022298200988 | 0.0640445031024476 | 0.0465768674526497 | 0.0342093566484005
2% | 0.0528022138438268 | 0.0457238338879921 | 0.0578373751205543 | 0.0634287848607374 | 0.061706254835181

25 1 0.0583804890259396 | 0.0418174578773792 | 0.0648622918410834 | 0.0487733830551668 | 0.0464318254024655
27 1 0.0500355306876588 | 0.0451200601916529 | 0.0662933391499896 | 0.048142854034478 0.0227674787518739
28 ] 0.045623080562185 | 0.055869909762151 | 0.0417379148941134 | 0.064506898419671 | 0.0724403504284605
2?0 | 0.0455025449852504 | 0.0485358984797991 | 0.0401071182742954 | 0.0380397119840512 | 0.0582056314200435
210 1 0.0511479140829731 | 0.0566833854831034 | 0.0648903127959861 | 0.0364744895862742 | 0.0546969428080013
21 0.0299876508081206 | 0.0382315596442192 | 0.0567146501079415 | 0.0695650442430724 | 0.0729545263398244
2121 0.0511133008033844 | 0.0533122678127127 | 0.0515339628661338 | 0.0521345003237732 | 0.0432006155510922
213 1 0.0365344375826519 | 0.0497543138599508 | 0.0605075822875282 | 0.0228122695848914 | 0.0543989998197122
211 0.0561365231466708 | 0.0499063335094145 | 0.0440153712713669 | 0.0493096273245691 | 0.0443034805319228
21 1 0.0453644740069213 | 0.0500728742751365 | 0.0540903574072725 | 0.0584299481724048 | 0.0542280093511733
210 1 0.0510133672412667 | 0.0625733134412652 | 0.0499255208179272 | 0.0458422030179398 | 0.0526579425085034
2171 0.0499069746527072 | 0.0633017730198185 | 0.0446290702621314 | 0.0481160522343965 | 0.0621273064235853
2% 1 0.0667510563208139 | 0.0408035121282541 | 0.0423850318506777 | 0.0515655158459117 | 0.0524896849024111
2191 0.0517163552254851 | 0.0458206956641131 | 0.0525063995381657 | 0.0635166113339975 | 0.0200615907397968
220 | 0.0659303074955198 | 0.0569181866467539 | 0.0285301872182633 | 0.0513185669401921 | 0.0475322491262456

Tabelle B.1.: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Beobachtungen z!,...,22° der zehn Informationsquellen d1,...,d5 fiir das Beispiel in
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B. Daten der Beispiele

Agenti | §Agents | Agents | Agenty | Agents | Bayes
0.0212 | 0.0658 0.0651 | 0.0496 | 0.0244 | 0.0072

Tabelle B.3.: Dargestellt sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(d;|27)

Agenty | Agents | Agents | Agenty | Agents | Bayes
0.0072
0.0380
0.0378
0.0856
0.1685
0.0342
0.0227
0.0165
0.0447
0.0280
0.0481
0.0266
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Tabelle B.4.: Dargestellt sind Ergebnisse der mit der gemeinsamen Referenz gewichteten Wahr-
scheinlichkeiten.
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Agenty | Agents | Agents | Agenty | Agents | Bayes
2H |0 0 0 0 0 0.0072
22 10.0225 |0 0 0 0 0.0380
22 100224 |0 0 0 0 0.0378
24 10.0508 |0 0 0 0 0.0856
2° [ 0.1000 |0 0 0 0 0.1685
25 10 0.0629 | 0 0 0 0.0342
200 0.0417 | 0 0 0 0.0227
2210 0 0 0 0 0.0165
22 10 0.0822 | 0 0 0 0.0447
21010 0 0.0509 |0 0 0.0280
210 0 0.0876 |0 0 0.0481
2210 0 0.0485 |0 0 0.0266
2B 10 0 0 0.0289 | 0 0.0209
21470 0 0 0.0285 | 0 0.0206
210 0 0 0.1326 | 0 0.0956
21610 0 0 0 0.0962 | 0.1412
21710 0 0 0 0.0421 | 0.0618
2810 0 0 0 0.0421 | 0.0619
2910 0 0 0 0 0.0115
22010 0 0 0 0.0147 | 0.0216

Tabelle B.5.: Dargestellt sind Ergebnisse des LinOP mit gleichen Gewichten fir alle Gruppen-
mitglieder
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